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Zusammenfassung

Der Computer hat nur einen begrenzten Speicherplatz, um numerische Werte darzustellen.
Im Allgemeinen ist bekannt, dass es dadurch bei Berechnungen zu Ungenauigkeiten
kommt. Aber wie sieht es mit einer einfachen Summe aus? Koénnen wir uns beim Addieren
auf die Genauigkeit des Computers verlassen? Die Antwort lautet: ,,Leider nein!*“. Schon
bei einfachen Berechnungen, die wir im Kopf l6sen konnen, versagt der Computer. Dieser
Bericht verrdt Thnen, wie der Rechner Zahlen abbildet und wie die Addition von Zahlen zu
Fehlern fiihren kann.

Schliisselworter: Numerische Fehler, IEEE 754, Bitmuster, Dezimalzahl, addieren,
Bindrcode ausgeben, binary64, double floating point number, round, fuzz, trunc

1 Eine einfache Addition

Die vorliegende Arbeit ist eng an die SAS Hilfe [1] und der Wikipedia Seite zum IEEE
754 Standard [2] angelehnt. Das Fach Numerik beschéftigt sich mit Fehlern, die bei Be-
rechnungen und Algorithmen mit Rechnern vorkommen, versucht diese zu optimieren
und eine Fehlerabschidtzung des Ergebnisses zu ermitteln. Die Fehlerabschitzung gibt
dabei die groBtmogliche Abweichung an. Jedoch kommt es schon bei der Speicherung
von Kommazahlen, aufgrund der beschrinkten Moglichkeiten der Hardware und der
verwendeten Abbildung der Zahlen, zu Fehlern. Deswegen ist es nicht verwunderlich,
wenn die folgende Gleichung als FALSCH (engl. FALSE) gewertet wird.

0.3=0.1+0.2

Mathematisch ist die Gleichung WAHR (engl. TRUE), sollte also als richtig gewertet
werden. SAS interpretiert diese Gleichung hingegen als falsche Aussage, und deklariert
die Zahl 0.3 echt kleiner als das Ergebnis von 0.1 + 0.2.

0.3<0.1+0.2

Dies ist kein SAS spezifisches Problem. Es liegt an dem Umgang mit Zahlen nach dem
Standard IEEE 754. Dieser Standard wird hauptsidchlich von Windows und UNIX Sys-
temen verwendet. Einerseits konnen die rationalen Zahlen wie z.B. 1/3 nicht korrekt
wiedergegeben werden, andererseits gibt es bei der Speicherung der Zahlen im Binér-
system neue unendliche, nichtdarstellbare Zahlen. Eine dieser Zahlen ist 0.1. Das Fatale

119



M. Lehrkamp

daran ist, dass der Unterschied zwischen dem Ergebnis 0.1 + 0.2 und der Zahl 0.3 in
SAS nicht sichtbar wird, da die Ausgaben immer gerundet angezeigt werden.

2 DATA summation;

3 FORMAT x1 x2 32.31;

4 x1l= 0.3;

5 x2= 0.1 + 0.2;

6 IF x1 = x2 THEN check= "x1 = x2";

7 ELSE IF x1 < x2 THEN check= "x1 < x2";
8 ELSE IF x1 > x2 THEN check= "x1 > x2";
9 ELSE check= "FEHLER";

10 PUT x1= / x2= / check=;

11 RUN;

x1=.3000000000000000000000000000000
x2=.3000000000000000000000000000000
check=x1 < x2

In der Ausgabe wird fiir beide Fille eine 0.3 angezeigt, obwohl bereits das langste For-
mat mit 31 Nachkommastellen gewdhlt wurde. Aus dem Ergebnis der Variable CHECK
lasst sich jedoch erkennen, dass die Zahl 0.3 (gespeichert in x1) kleiner ist als das Er-
gebnis der Rechnung 0.1 + 0.2 (gespeichert in x2).

Die genauen abgespeicherten Dezimalwerte konnen in R ausgeben werden, indem eine
hohere Ausgabegenauigkeit festgelegt wird.

> options( digits=22 )
0.1+0.2
0.3000000000000000444089

1]
0.3
] 0

>
[
>
[

1 .2999999999999999888978

Leider ldsst sich eine dhnliche Funktionalitdt in SAS nicht finden. Dafiir bietet SAS die
Moglichkeit, mit dem Format binary64 das genaue Bitmuster der Zahl wiederzugeben.

DATA NULL_ ;
SET summation;
PUT x1= binary64.; /* xl= 0.3 */
PUT x2= binary64.; /* x2= 0.1 + 0.2 */
diff= x2-x1;
PUT diff= best.;
RUN;

O J o) U1 b W

x1=0011111111010011001100110011001100110011001100110011001100110011
x2=0011111111010011001100110011001100110011001100110011001100110100
diff=5.551115E-17

In der Logausgabe ist zu erkennen, dass die letzten 3 Bits unterschiedlich sind, was ein
Unterschied im Bereich der 17ten Kommastelle ausmacht. Wodurch diese Unterschiede
zu Stande kommen, wird in Kapitel 4 genau dargestellt. Als ndchstes wird die Auswir-
kung des Fehlers aus einem aktuellen Beispiel einer klinischen Studie gezeigt. Im Ka-
pitel 3 wird der IEEE 754 Standard genauer erkldrt und im Kapitel 5 werden einige
Hinweise gegeben, wie mit solchen Fehlern am besten umgegangen werden kann.
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2 Alles im Zielbereich?

Die Fehler beschrinken sich im Allgemeinen auf die hinteren Kommastellen und haben
fiir Berechnungen kaum bis gar keine Auswirkungen. Wenn es aber auf die Genauigkeit
ankommt, wie beispielsweise bei Mondfliigen oder Vergleichen, sieht die Sachlage
schon anders aus. An einem Beispiel soll gezeigt werden, wie viel Einfluss diese klei-
nen Fehler haben konnen. Bei einem Medikament zur Beeinflussung des Blutgerin-
nungsfaktors zu Verhinderung einer Thrombose, soll der Laborparameter INR (Blutge-
rinnungsparameter) fir mindestens 75% des Beobachtungszeitraumes (14 Tage) im
Zielbereich 2.0 bis 3.0 liegen (Rdnder miteingeschlossen). Alle 2-3 Tage wird eine
Messung vorgenommen. Wenn der Wert aullerhalb des Zielbereichs liegt, werden tagli-
che Messungen vorgenommen. Die Tage zwischen den gemessenen Werten sollen
durch eine lineare Approximation bestimmt werden. Bei einem Patienten ergab sich fol-
gendes Ergebnis (fiktive Werte).
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Die gemessenen Werte sind als Kreuz dargestellt, die linear approximierten Werte als
Dreiecke. Der INR ist in der Grafik bei 11 von 14 Tagen der Gesamtzeit im Zielbereich.
Das entspricht 78,57% und somit liegt der Wert iiber den geforderten 75% im Zielbe-
reich. SAS hat dagegen einen Anteil von 71,43% berechnet, was gerade unterhalb der
geforderten Grenze liegt. Nach einer Uberpriifung stellte sich heraus, dass es sich, um
einen numerischen Fehler handelt. Der approximierte Wert am Tag 9, der iiber die
Rechnung 2.3 — (2.3 - 1.4) * 1/3 =2.3 — 0.3 = 2.0 ermittelt wurde, wurde als echt klei-
ner als 2.0 interpretiert. Auch hier erkennt man den Fehler beim Vergleichen der Bit-
muster.

Inzwischen haben wir gesehen, dass die Genauigkeit der berechneten Werte und abge-
bildeten Zahlen sehr geringen Abweichungen unterliegt. Aber genau diese kleinen Ab-
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weichungen konnen bei Vergleichen grofle Auswirkungen haben und so zu falschen Er-
gebnissen fiihren.

3 Der IEEE 754 Standard

3.1 Das Bitmuster

Zahlen im Computer werden iiber Schaltkreise realisiert, diese wiederum haben ein-
zelne Ein- und Ausgénge. Jeder Ausgang kann dabei den Zustand an=1 oder aus=0 ha-
ben und belegt 1 Bit Speicherplatz. 8 Bits ergeben 1 Byte und damit kénnen die Zahlen
0-255 exakt iiber 2er Potenzen dargestellt werden.

2er Potenz 2T 128 1 25 [ 24 | 22 22 2t | 2
Zahlenwert | 128 64 | 32 |16 | 8 | 4 | 2 | 1
Bit (an/aus) 0 1 0 1 1 0 1 0

Jedes Bit (0 oder 1) wird mit seinem Zahlenwert multipliziert und die Summe aus all
diesen Werten, ergibt die darzustellende Dezimalzahl. In diesem Fall ergibt das vorge-
gebene Bit-Muster die Zahl 90.

0%+ 1%2°40%2°+1#2*+1#2°+0*2%+1%2'+0*2° = 64+16+8+2 = 90

Genauso funktioniert es auch ber Kommazahlen, nur das hier negative Exponenten auf-
treten.

QerPotenz | 27 | 22| 23 | 2* 23 2 27 28
Zahlenwert | 1/2 | 1/4 | 1/8 | 1/16 | 1/32 | 1/64 | 1/128 | 1/256
Bit (an/aus) 0 1 0 1 1 0 1 0

Das vorgegebene Bit-Muster ergibt somit die Zahl 0.3515625.

0% 4 1%2240%23 41 %2744+ 1%2540*2 0412 74+0%2° = 0.254+0.0625+0.03125+0.0078125
=0.3515625

Die beiden Bytes zusammengeschrieben ergeben dann die Dezimalzahl 90.3515625.
01011010.01011010

Diese Anordnung wird auch Mantisse genannt. Der Punkt unterteilt die Stellen vor und
nach dem Komma, stellt also das Dezimaltrennzeichen dar. Die Mantisse bei einer
,Double Floating Point Number* hat 52 Bits zur Verfiigung.

3.2 Der Verschiebungswert

Damit das System nicht so starr ist, gibt es zusétzlich einen Verschiebungswert. Dieser
Wert besteht aus 11 Bits und gibt die Verschiebungen des Punktes in der Mantisse wie-
der. Der Basiswert fir die Kommastelle wird mit dem Verschiebungswert 1023 angege-
ben.
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Verschiebungswert 1023
2erPotenz | 2" | 27 | 2% | 27 [ 2% | 27 [ 2 | 2} | 22| 2" | 2°
Zahlenwert | 1024 [ 512256128 | 64 |32 |16 | 8 | 4 | 2
Bit (an/aus) | 0 1|ttt [1r 1] 1]1]1

Eine Verschiebung des Punktes um x Stellen nach links wird mit 1023+x angegeben,
eine Verschiebung des Punktes nach rechts wird mit 1023-x. Im Beispiel von
90.3515625 ist im Bitmuster eine Verschiebung um 6 Stellen vorzunehmen.

01011010.01011010 = 01.01101001011010

Aus Optimierungsgriinden werden alle fithrenden Nullen und die erste 1 in der Mantisse
weggelassen. Somit sieht der Verschiebungswert mit 1029 (vor dem |) und die Mantisse
(nach dem |) wie folgt aus.

10000000101|01101001011010

3.3 Geht es auch Negativ?

Dem finalen Bitmuster wird noch ein Bit vorgeschoben. Dieses Bit entscheidet, ob die
Zahl positiv=0 oder negativ=1 ist. Das volle 64 Bitmuster (,,Double Floating Point
Number*) besteht aus einem Vorzeichenbit, 11 Bits fiir den Verschiebungswert und 52
Bits fiir die Mantisse — der eigentlichen Zahlendarstellung. Fiir die Zahl 90.3515625
sieht das volle Bitmuster wie folgt aus.

0[10000000101]0110100101101000000000000000000000000000000000000000

3.4 Bitmuster in Dezimalzahl umwandeln

Das Bitmuster ldsst sich auch als mathematische Formel umschreiben. Mit dieser For-
mel ist auch die Umrechnung in eine Dezimalzahl moglich. Dabei muss darauf geachtet
werden, dass die aus Optimierungsgriinden weggelassene 1 und der Punkt wieder hinzu-
fligt werden.

d=Dezimalzahl
z=Vorzeichenbit
v=Verschiebungswert
m=Mantisse

d= (—I)Z * 2V-1023 * m
Fiir die Dezimalzahl 90.3515625 sieht die Formel also wie folgt aus.

90.3515625 = (-1)" * 2'%19% % 1 9110100101101000...0

00.3515625 = 1 * 2° * 1.4117431640625
90.3515625 = 64 * 1.4117431640625
90.3515625 =90.3515625

123



M. Lehrkamp

Nachdem die Darstellung der 64 Bitmuster (,,Double Floating Point Number*) nach
dem IEEE 754 Standard erlautert wurde, wird im nédchsten Kapitel die Addition mit dem
aus Kapitel 1 gezeigten Zahlen 0.1 und 0.2 durchgefiihrt.

4 Die Addition nach IEEE 754

4.1 Dezimalzahl in Bitmuster umwandeln

Vor der Addition muss zunichst das Bitmuster ermittelt werden. Als Beispiel soll die
Zahl 90.3515625 umgewandelt werden. Die Vorkommazahl wird umgewandelt, indem
der Wert so oft durch 2 mit Rest geteilt wird, bis die 0 erreicht ist. Der jeweilige Rest-
betrag bildet das Bitmuster in umgekehrter Reihenfolge.

90/2 = 45 Rest 0

45/2 = 22 Rest 1
22/2 = 11 Rest O

11/2 = 5 Rest 1

5/2 = 2 Rest 1

2/2 = 1 Rest O

1/2 = 0 Rest 1 --> Bitmuster: 1011010.

Die Nachkommazahl wird ermittelt, indem der Wert immer mit 2 multipliziert wird.
Jedes Mal, wenn der Wert die 1 iiberschreitet, wird eine 1 subtrahiert. Das Verfahren
wird solange fortgefiihrt, bis genau die 1 erreicht wird oder 52 Schritte durchgefiihrt
wurden. Das Bitmuster entsteht {iber die Differenzen -0 und -1.

0.3515625*2 = 0.703125 -0
0.703125 *2 = 1.40625 -1
0.40025 *2 = 0.8125 -0
0.8125 *2 = 1.625 -1
0.625 *2 = 1.25 -1
0.25 *2 = 0.5 -0
0.5 *2 =1 -1 --> Bitmuster: .0101101

Als nédchstes werden die beiden Bitmuster mit einem Punkt verbunden und die Ver-
schiebung des Punktes ermittelt.

1011010.0101101 --> (1.)0110100101101

Der Punkt muss um 6 Stellen nach links verschoben werden, das heifit, dass zu dem Ba-
siswert 1023 6 hinzugezahlt werden.

Verschiebungswert = 1023 + 6 = 1029 = 10000000101

Zum Abschluss wird das Vorzeichenbit gesetzt, 0 fiir positive Zahl.

0/1000000010110110100101101000000000000000000000000000000000000000
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4.2 Zuriick zum Eingangsbeispiel

Weiter geht’s mit der 0.1, hier gibt es keine Vorkommastellen, somit wird direkt mit
den Nachkommastellen begonnen.

0.1*2 = 0.2 -0
0.2*2 = 0.4 -0
0.4*2 = 0.8 -0
0.8¥*2 = 1.6 -1
0.6*2 = 1.2 -1
0.2*2 = 0.4 -0 --> hier wiederholt sich der Vorgang

Aus der Umwandlung lasst sich sehr gut erkennen, dass die 0.1 ein unendliches Bit-
muster hat. Dies gilt im Ubrigen auch fiir die restlichen Zahlen, die in der Rechnung
enthalten sind und auf der linken Seite stehen. Fehlt noch der Verschiebungswert.

0.000110011001100110011.. -=> (00001.)10011001100110011..

Dieses Mal wird der Dezimalpunkt um 4 Stellen nach rechts verschoben, demzufolge ist
der Verschiebungswert 1023-4 = 1019.

0/01111111011/100110011001100110011001100110011001100110011001100111

Da die Mantisse fiir 0.1 unendlich fortgefiihrt werden kann, der IEEE 754 Standard aber
nur 52 Bits fiir die Mantisse vorsieht, wird die hintere Stelle gerundet. Der IEEE 754
Standard rundet wie beim mathematischen Runden immer zur geraden Zahl hin, im Bi-
ndrsystem also stets zur ,,0°. Zur besseren Anschauung sind im Folgenden einige Run-
dungen im Dezimal und Binédrsystem gegeniibergestellt. Die Zahl hinter dem | féllt aus
dem Bitmuster wegen der technischen Begrenzung raus.

Ubersicht mathematische Rundung

249=2.0 00]01 = 00]00

2.50=2.0 00|10 = 00|00 --> Grenzfall, Abrundung zur Null
2.51=3.0 0011 = 01]00

349=3.0 01]01 = 01]00

3.50=4.0 01|10 = 10|00 --> Grenzfall, Aufrundung zur Null
3.51=4.0 01|11 = 10|00

Der vorletzte Fall trifft genau auf das Bitmuster der Dezimalzahl 0.1 zu. Deshalb muss
entsprechend das Bitmuster mit einer Aufrundung angepasst werden.

0/01111111011171001100110011001100110011001100110011001100110011010

Das Bitmuster der 0.2 kann aus dem Bitmuster der 0.1 abgeleitet werden, indem die
Mantisse um eine Stelle nach links verschoben wird, also der Verschiebungswert um
eins erhoht wird.

0/01111111100(1001100110011001100110011001100110011001100110011010
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Ubrigens verwendet der Prozessor beim Rechnen 80 Bits (12 zusitzliche Bits fiir die
Mantisse und 4 zusitzliche Bits fiir den Verschiebungswert). Die Ergebnisse werden
dann jeweils auf die 64 Bits, mit der gezeigten Rundung, zuriicktransformiert.

4.3 Addition der Bitmuster 0.1 und 0.2

Die Addition erfolgt nach den iiblichen Regeln, nur erstreckt sich der Zahlenbereich
nicht von 0 bis 9, sondern nur von 0 bis 1. Bevor es mit der Addition losgeht, miissen
beide Zahlen auf den jeweils hochsten Wert angepasst werden. In diesem Fall wird die
0.1 auf die 0.2 angepasst, indem die Mantisse um eine Stelle nach rechts verschoben
wird.

0.1: Verschiebungswert wird von 01111111011 auf 01111111100 geandert
- die Mantisse wird um eine Stelle nach rechts verschoben

1.1001100110011001100110011001100110011001100110011010
0.110011001100110011001100110011001100110011001100110110

Da der IEEE 754 Standard mit 80 Bit rechnet, bleibt das {iberstehende Bit bestehen. Die
beiden Mantissen konnen jetzt, wie bei der schriftlichen Addition, zusammenaddiert
werden.

0.1: 0.110011001100110011001100110011001100110011001100110110
+0.2: 1.1001100110011001100110011001100110011001100110011010

=0.3: 10.011001100110011001100110011001100110011001100110011110

Das Ergebnis muss um eine Stelle nach rechts verschoben werden, damit der Dezimal-
punkt wieder hinter der ersten 1 steht.

Neuer Verschiebungsvektor: 01111111101
1.001100110011001100110011001100110011001100110011001110

Da das Ergebnis als ndchstes gespeichert werden muss, wird das Ergebnis auf 64 Bit
gerundet. Wegen der mathematischen Rundung kommt es zu einer Aufrundung.
1.0011001100110011001100110011001100110011001100110100

Genau diese Aufrundung fiihrt letztendlich zu dem Unterschied zur umgewandelten
Zahl 0.3. Es handelt sich also um einen Rundungsfehler, resultierend durch die techni-

sche Begrenzung des Rechners selbst und der Abbildungsmethode der Zahlen nach dem
IEEE 754 Standard.

0.140.2: 1.0011001100110011001100110011001100110011001100110100
0.3: 1.0011001100110011001100110011001100110011001100110011

Somit ist 0.3 <0.1 +0.2.
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S5 Der richtige Umgang mit Zahlen am Rechner

5.1 Vor Vergleichen passend runden

Leider gibt es nicht die goldene Regel fiir den Umgang mit dem Rundungsfehler. In der
SAS Hilfe [1] wird empfohlen, die Werte mit Hilfe der Round-Funktion zu runden.
Hierbei sollte man gezielt liberlegen, welcher Rundungsfaktor eingesetzt wird.

2 DATA test;

3 FORMAT x1 x2 32.31;

4 x1l= 0.1 + 0.2;

5 x2= 0.3;

6 IF x1 = x2 THEN compl= "Y";
7 ELSE compl= "N";
8

IF ROUND(x1,0.01) = ROUND(x2,0.01) THEN comp2= "Y";
9 ELSE comp2= "N";
10 x1= 0.295;
11 IF ROUND(x1,0.01) = ROUND(x2,0.01) THEN comp3= "Y";
12 ELSE comp3= "N";
13 PUT ">>> " compl= comp2= comp3=;
14 RUN;

>>> compl=N comp2=Y comp3=Y

Wie sich an diesem Beispiel gut erkennen ldsst ist die Auswahl eines Rundungsfaktors
schwierig. Ist er zu grof3, werden auch andere Werte als gleich gewertet, obwohl diese
verschieden sind. Wird dagegen der Rundungsfaktor zu klein gewéahlt, werden aufsum-
mierte Rundungsfehler nicht mehr eliminiert. Hinzu kommt, dass der Rundungsfaktor
mit neuen, anderen Daten nicht mehr valide ist.

5.2 Abschneiden im Bitmuster

Mit Hilfe der Funktion TRUNC(wert, byte-ldnge) lasst sich der hintere Teil der Man-
tisse beschneiden. In fast allen Fillen wird sich der Rundungsfehler auf die letzten 16
Bits beschrianken. Deshalb empfiehlt es sich, den Wert vor dem Vergleich auf 6 Byte zu
reduzieren, wodurch die letzten 16 Bits auf 0 gesetzt werden.

2 DATA test;

3 FORMAT x1 x2 32.31;

4 xl= 0.1 + 0.2;

5 x2= 0.3;

6 IF x1 = x2 THEN compl= "Y";
7 ELSE compl= "N";
8 tl= TRUNC (x1,0);

9 t2= TRUNC (x2, 6) ;

10 IF tl = t2 THEN comp2= "Y";
11 ELSE comp2= "N";
12 PUT x1= binary64.;

13 PUT tl= binaryo64.;

14 PUT x2= binary64.;
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15 PUT t2= binaryé64.;

16 t1l= TRUNC (0.299999999999, 0) ;

17 IF t1 = t2 THEN comp3= "Y";

18 ELSE comp3= "N";

19 PUT ">>> " compl= comp2= comp3=;
20 RUN;

%x1=0011111111010011001100110011001100110011001100110011001100110100
£1=0011111111010011001100110011001100110011001100110000000000000000
x2=0011111111010011001100110011001100110011001100110011001100110011
£2=0011111111010011001100110011001100110011001100110000000000000000
>>> compl=N comp2=Y comp3=N

Alle Rundungsfehler die in diesem Bereich fallen, werden dadurch abgeschnitten und
die Werte entsprechend angeglichen. Weiterhin werden selbst kleine Abweichungen
schon als Unterschied erkannt (im Beispiel wird die 0.299999999999 nicht gleich 0.3
erkannt). Das Abschneiden des Bitmusters sollte immer der Rundung vorgezogen wer-
den, da hier eine gewisse Dynamik inbegriffen ist.

5.3 Bitte etwas Unschiirfe reinbringen

Wenn immer eine ganze Zahl erwartet wird, sollte die Funktion FUZZ(wert) benutzt
werden. Diese Funktion rundet den Wert zu der nédchsten ganzen Zahl hin, aber nur

dann, wenn die Zahl nicht weiter als 10™'% von einer ganzen Zahl entfernt liegt.

2 DATA NULL ;

3 x1= FUZZ(5.9999999999999) ;
4 x2= FUZZ(5.99999999) ;

5 PUT x1= 16.14;

9 PUT x2= 16.14;

7 RUN;

x1=6.00000000000000
x2=5.99999999000000

Wie wertvoll diese Funktion sein kann, sicht man an dem folgenden Beispiel.

2 DATA NULL_;
3 DO i=0 TO 2 BY .1;

4 f = FUZZ (1) ;

5 IF i=1 THEN PUT 'i is ZERO';
6 IF f=1 THEN PUT 'f is ZERO';
7 END;
8 RUN;

f is ZERO

Obwohl die 1 eine ganze Zahl ist, wird sie nicht genau erreicht, da die Schrittweite bei
0.1 liegt. Der Vorteil gegeniiber der TRUNC oder ROUND Funktion ist, dass nur ge-
rundet wird, wenn der Wert nah genug an einer ganzen Zahl liegt. Alle anderen Werte
werden nicht gerundet.
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5.4 Kommazahlen vermeiden

Ein relativ schockierendes Beispiel aus einem SESUG Paper [3] hat mich auf eine wei-
tere schone Idee gebracht. Schon mal eine Milliarde Dollar mit 10 Cent Sparrate je Mil-
lisekunde zusammengespart? Nein? Sollten Sie aber. Denn wenn Thre Bank falsch rech-
net, konnen Sie etwa alle 116 Tage ein paar Dollar hinzuverdienen.

2 DATA oneBillion;

3 sum= 0;

4 DO i=1 TO 10000000000;

5 sum= sum + 0.1;

6 END;

7 diff= sum - 1000000000;

8 difft= TRUNC (sum, 6) - 1000000000;

9 PUT diff= dollarl2.2 difft= dollarl2.2;
10 RUN;

diff=$163.12 difft=$163.12

Selbst das Abschneiden der letzten 16 Bits hilft in diesem Fall nicht weiter, und so las-
sen sich schnell mal $163.13 verdienen. Besondere Vorsicht sollten Sie aber beim Um-
tausch walten lassen, denn der Umrechnungsfaktor ist meistens mit vielen Kommastel-
len versehen.

Der beste Tipp, um diese Ungenauigkeit zu vermeiden: rechne soweit es geht mit gan-
zen Zahlen und vermeide Kommazahlen. Bei Geldwerten kann ein Umstieg auf Cent-
Betrige die volle Genauigkeit bringen, denn ganze Zahlen konnen stets exakt dargestellt
werden, sofern sie nicht zu gro3 werden (>18.446.744.073.709.551.615).

2 DATA oneBillion;

3 sum= 0;

4 DO i=1 TO 10000000000;

5 sum= sum + 10;

o END;

7 diff= sum/100 - 1000000000;

8 difft= TRUNC (sum/100,6) - 1000000000;

9 PUT diff= dollarl2.2 difft= dollarl2.2;
10 RUN;

diff=$0.00 difft=50.00

Es entstehen keine Rundungsfehler und deshalb ist die TRUNC Funktion auch vollig
iberfliissig.
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6 Zusammenfassung

Bei genauerer Betrachtung der Darstellung fiir die Nachkommastellen stellt sich heraus,
dass nur wenige Zahlen zwischen 0 und 1 dargestellt werden konnen.

Qer Potenz 271|272 | 273 | 2* 25 2 27 28
Zahlenwert | 0.5 0.25]0.125 | 0.0625 | 0.03125 | 0.015625 | 0.0078125 | 0.00390625

Mit dem ersten Bit kann nur die 0.5 exakt dargestellt werden. Mit dem zweiten Bit er-
weitert sich die Darstellung auf 2 Nachkommastellen. Damit kénnen die zahlen 0.25,
0.50 und 0.75 exakt abgebildet werden. Im Allgemeinen erweitert sich die Anzahl mog-
licher Kommastellen mit jedem Bit um eine weitere Kommastelle, also 10°-1 wobei b
die vorhandenen Bits fiir die Nachkommastellen sind. Die exakt darstellbaren Zahlen
wachsen nur mit der Basis 2 an, genauer mit 2°-1. Von der unendlichen Menge an Zah-
len, die zwischen 0 und 1 liegen, kann nur ein minimaler Bruchteil exakt dargestellt
werden. Wenn die Zahl nicht auf 5 endet, ist eine exakte Darstellung nicht moglich. Es
ist also wahrscheinlich, dass es zu Ungenauigkeiten kommt, sofern Kommastellen be-
nutzt werden.

Die Rundungsfehler sind letztendlich gering und konnen, sofern nicht gerade ein Flug
zum Mond geplant werden muss, vernachlédssigt werden. Aber wenn moglich, sollten
Kommastellen vermieden werden und bei Vergleichen muss mit entsprechender Vor-
sicht vorgegangen werden. Zumindest sollten sofort die Alarmglocken ldauten, wenn
eine offensichtliche Rechnung nicht aufgeht.
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