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Zusammenfassung 

Viele Entwicklungen haben dazu geführt, dass immer häufiger Datensätze analysiert wer-
den müssen, die nicht gut strukturiert sind. Oft steht man vor der Aufgabe, aus vielen Vari-
ablen diejenigen herauszufinden, die für die Anpassung eines Modells überhaupt benötigt 
werden. Korrelationen zwischen den Faktoren erschweren die Modellbildung zusätzlich. 
Außerdem ist nicht selten die Zahl der Variablen größer als die Zahl der Beobachtungen. 
In diesen Situationen sind Elastic Net und Lasso effiziente Verfahren, um Modelle zu bil-
den und zu vergleichen. Beispielanwendungen mit JMP Pro zeigen die Einsatzbereiche und 
Effizienz dieser Verfahren. 
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1 Einleitung 
Die umfassende digitale Abwicklung und Steuerung vieler Prozesse, automatisierte 
Analyseverfahren und preiswerte Datenspeicher, die das Sammeln all dieser Daten 
überhaupt erst ermöglichen, führen dazu, dass für Datenanalysen häufig umfangreiche 
Datenmengen zur Verfügung stehen. Wenn diese aus unterschiedlichen Quellen kombi-
niert wurden, entstehen schnell auch schlecht strukturierte Datensätze, d.h. solche mit 
hoher Korrelation unter den Variablen und vielen fehlenden Werten. In den meisten 
Fällen ist man bei einer Analyse ja nicht nur an einer univariaten Beschreibung der ein-
zelnen Variablen interessiert, sondern eher an der Bildung von Modellen, die Zusam-
menhänge zwischen den Variablen analysieren lassen, und die für Prognosen oder zur 
Optimierung genutzt werden können. Streng genommen erfordern diese Bedingungen 
eine sorgfältige Vorverarbeitung der Daten, Bereinigung, Transformation, eventuell das 
Ersetzen fehlender Werte. Stehen sehr viele Variablen zur Verfügung eventuell sogar 
mehr als Beobachtungen, steht die Auswahl der relevanten Variablen an erster Stelle. 
Klassische lineare Modelle können in dieser Situation gar nicht angewandt werden. Im 
Folgenden werden mit LASSO und Elastic Net Verfahren zur Bildung linearer Modelle 
beschrieben, die robuste und zuverlässige Modelle erstellen, teilweise auch eine Vari-
ablenauswahl vornehmen und selbst bei „unsauberen“ Datensätzen anwendbar sind. 
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2 Herleitung 
Im linearen Modell y = Xβ +e wird üblicherweise der kleinste Quadrate Schätzer ( ) 
zur Schätzung der Parameter herangezogen. Bekanntermaßen ist er der beste lineare er-
wartungstreue Schätzer, aber er hat auch die Eigenschaft, die Parameter tendenziell zu 
groß zu schätzen, d.h. es gibt immer Schätzer , deren euklidische Norm kleiner als die 
des kleinste Quadrate Schätzers ist: 	 	 . Wenn man außerdem nicht erwar-
tungstreue Schätzer zulässt, lässt sich die mittlere quadratische Abweichung weiter ver-
kleinern, so dass trotz Bias eine bessere Prognose möglich ist. Der kleinste Quadrate 
Schätzer liefert einen Wert für jeden Modellparameter, er führt keine Variablenselektion 
durch. Die Schätzung erfolgt durch Minimierung der Summe der kleinsten Quadrate:  

argmin | | . 
 
Um die angesprochenen Schwächen des KQ Schätzers zu beheben, führt man Nebenbe-
dingungen für β in diese Minimierungsaufgabe ein: argmin | | 	 . 
Generell spricht man bei diesen Verfahren von pönalisierter Regression. Die hier be-
schriebenen Schätzverfahren unterscheiden sich in der Wahl der Nebenbedingung, sie 
lauten 
 

argmin | | 	  

 

	 argmin | | 	 	  

 
Die Nebenbedingung für das Lasso Verfahren wird L1 Pönalisierung genannt. Für das 
elastische Netz wird dieselbe Nebenbedingung genutzt wie für Lasso und ein weiterer 
quadratischer Term hinzugefügt. Die Lösungen beider Verfahren setzen keinen vollen 
Rang von X voraus, sind also auch anwendbar, wenn korrelierte Variablen in das Mo-
dell eingehen. In beiden Fällen gibt es keine geschlossene Darstellung der Lösung, die 
Optimierungsaufgaben werden iterativ gelöst. Zur Bestimmung der  Parameter wird 
eine Suche über ein feines Raster durchgeführt und die Wahl durch das Validierungs-
verfahren getroffen. Die Lösung der Minimierungsaufgabe bedeutet, dass die Schätzer 
selbst klein werden müssen, gegenüber dem kleinste Quadrate Schätzer werden sie also 
geschrumpft, woraus sich auch der englische Oberbegriff Shrinkage für diese Verfahren 
ableitet. 

3 LASSO 
Bei Betrachtung der Nebenbedingung für die LASSO Schätzung wird auch die Herkunft 
der Bezeichnung Least Absolute Shrinkage and Selection Operator intuitiv klar [1]. 



Multidimensionale Probleme 

109 

Für p=2, d.h. β = (β1, β2)
T lassen sich Neben-

bedingung und Schätzverfahren anschaulich 
darstellen. RSS(β), die Residuenquadratsumme, stellt 
für jede Konstante c mit RSS(β) = c eine Ellipse dar. 
Die abgestuften Quadrate zeigen die 
Nebenbedingungen für verschiedene . Die Lösung 
des Schätzproblems ist dort, wo eine Ellipse zum 
ersten Mal auf eine Kante der Nebenbedingung trifft. 
Fällt der Schnittpunkt auf eine Ecke, wird der 
entsprechende Koeffizient mit Null geschätzt, im 
übertragenen Sinn aus dem Modell entfernt. 
 
 

 
Zur Veranschaulichung der Anwendung habe ich einen bekannten Datensatz [2] über 
die Entwicklung von Diabeteserkrankungen nach einem Jahr herangezogen. Die unab-
hängigen Variablen zeigen verschiedene Verteilungen, die ohne weitere Transformation 
in die Analysen eingehen. 
Der JMP Dialog für „Modell anpassen“ wird einfach mit Zielgröße und interessierenden 

Variablen ausgeführt und die „Verallgemeinerte Regression“ 
gestartet (nur in JMP Pro verfügbar). Ein Auswahlfenster 
lässt wiederholt die Art der pönalisierten Regression aus-
wählen und die Validierungsmethode bestimmen. Damit 
kann man unter denselben Bedingungen mehrere Regressi-
onsverfahren anwenden und deren Ergebnisse unmittelbar 
vergleichen. Das Ergebnis wird jeweils in einer Grafik und 
in Tabellen angezeigt. 

Abbildung 1: Minimierung 
unter Nebenbedingungen 

Abbildung 2: Verteilung der Variablen aus dem Beispieldatensatz 

Abbildung 3: Methodendialog 
in JMP Pro
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Die Grafik zeigt, wie im 
Verlauf des Schätzprozesses 
die einzelnen Parameter-
schätzer schrumpfen (Y-
Achse). Auf der X-Achse ist 
die L1 Norm aufgetragen, 
d.h. die Summe der absolu-
ten Parameterschätzer. Die 
rote Linie markiert die Lö-
sung für das Modell.  
Die Tabelle enthält die ent-
sprechenden Parameter, 
Teststatistiken und Konfi-
denzintervalle. Wählt man 
Terme der Tabelle aus, wer-
den die zugehörigen Pfade 
in der Grafik hervorgehoben 
und umgekehrt. 

Gleichzeitig werden die Terme in allen anderen Modellen markiert, die in demselben 
Analysefenster angepasst wurden, sowie in den zugehörigen Spalten der Datentabelle. 
Das erleichtert den Vergleich der Terme über verschiedene Modelle hinweg  ebenso wie 
die weitere Bearbeitung dieser Variablen in anderen Plattformen. Die Schätzer für Age, 
LDL und TCH werden hier auf Null geschrumpft, d.h. diese Variablen nicht in das Mo-
dell aufgenommen, Ergebnis der Variablenselektion, die LASSO auch liefert. 

Abbildung 4: Grafische Ergebnisdarstellung LASSO 

Abbildung 5: Schätzer und Statistiken des LASSO 
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4 Elastic Net 
Die Gleichungen in Absatz zwei lassen leicht erahnen, dass man verschiedene Nebenbe-
dingungen formulieren kann, um damit Schätzer unterschiedlicher Güte und Qualität zu 
erhalten. Die Nebenbedingung für das LASSO Verfahren kann man mit guter Berechti-

gung durch den Term 
λ	 ∑  ersetzen. Das 
ist als Ridge-Regression 
bekannt, die oftmals besser 
angepasste Modelle liefert, 
aber keine Vari-
ablenauswahl trifft und 
daher nicht Gegenstand 
dieses Vortrags ist. Das 
elastische Netz [3] kom-
biniert beide Bedingungen 
und Qualitäten. Die 
Durchführung in JMP und 
der Ergebnisbericht sind 
gleich wie beim LASSO 
Verfahren. Die Ergebnisse 
für die ausgewählten Da-
ten sind auch ähnlich. 
 

Abbildung 6: Grafische Ergebnisdarstellung Elastic Net 

Abbildung 7: Schätzer und Statistiken des Elastic Net 
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5 Vergleich 
In diesem Fall hat LASSO einen Parameter mehr ins Modell aufgenommen als das Elas-

tische Netz. Die Modellanpassun-
gen beider Modelle sind gleich gut 
und beide Modelle sind deutlich 
besser angepasst als der Maximum 
Likelihood Schätzer, der von einem 
Validierungsverfahren nicht profi-
tieren würde und daher aus allen 
Daten berechnet wird. 

Die Parameterschätzer unterscheiden sich 
ebenfalls deutlich von denen des ML-Verfah-
rens, einige unterscheiden sich auch zwischen 
LASSO und elastischem Netz, wobei die 
Schätzer des letztgenannten in der Tendenz 
eher kleiner sind. 
 
Die Korrelationsstruktur der Variablen ist re-
lativ einfach und verursacht daher keine gro-
ßen Unterschiede bei beiden Verfahren. Gene-
rell tendiert allerdings das LASSO Verfahren 
dazu, bei Gruppen hochkorrelierter Variablen 
eine Variable auszuwählen und den Rest 
auszuschließen. 
 

Abbildung 8: BIC pro Methode 

Abbildung 9: Korrelationen der 
Variablen aus dem Beispieldatensatz
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Das elastische Netz neigt in dieser Situation eher dazu, alle Variablen der Gruppe ein- 
oder auszuschließen. Für den Fall, dass p, die Zahl der Variablen, größer ist als n, die 
Zahl der Beobachtungen, kann LASSO höchstens n Variablen auswählen, das elastische 
Netz kann auch p > n Variablen auswählen. 

6 Fazit 
Lineare Modelle erfreuen sich vor allem deshalb großer Beliebtheit, weil sie leicht 
nachvollziehbare und gut zu interpretierende Ergebnisse liefern. Allerdings stellen sie 
auch hohe Anforderungen an die Daten bezüglich Vollständigkeit, Unabhängigkeit und 
Umfang. Sind diese Voraussetzungen verletzt, insbesondere wenn p>n ist, bieten die 
vorgestellten Verfahren einen effizienten Weg, wesentliche von unwesentlichen 
Variablen zu trennen und möglichst einfache Schätzer zu finden. Das alles basierend auf 
linearen Modellen, sodass die leichte Verständlichkeit und Interpretierbarkeit erhalten 
bleiben obwohl der Anwendungsbereich deutlich erweitert ist. Es gibt auch andere 
Verfahren zur Variablenselektion, die aber entweder auch unter den Beschränkungen 
des linearen Modells und des Kleinste Quadrate Schätzers leiden oder aber rein 
datengetrieben sind, d.h. ohne Modellannahme auskommen. Die Ergebnisse lassen sich 
daher nicht inhaltlich interpretieren, was oft von Nachteil ist. Hier bieten pönalisierte 
Regressionsverfahren eine attraktive Alternative. 
  

Abbildung 10: Parameterschätzer pro Schätzverfahren
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