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Zusammenfassung 

Neben einer asymptotischen Methode für Konfidenzbereiche von Trinomialverteilungen 
werden eine variierte asymptotische und eine exakte Methode besprochen. Die hier formu-
lierten Überlegungen für Trinomialverteilungen sind auch für beliebige Polynomialvertei-
lungen gültig. 

 
Schlüsselwörter: Konfidenzintervalle, Polynomialverteilung 

1 Einleitung 
Während es für den Parameter p der Binomialverteilung üblich ist exakte Konfidenzin-
tervalle anzugeben, ist das bei Trinomialverteilungen nicht der Fall. Bestenfalls gibt 
man die auf der n-dimensionalen asymptotischen Normalverteilung beruhenden Ellip-
soide an, obwohl man im eindimensionalen Fall - der Binomialverteilung - weiß, dass 
diese Methode sehr konservativ ist und das Konfidenzniveau nicht ausschöpft. 
Neben dieser asymptotischen Methode für Konfidenzbereiche werden hier eine variierte 
asymptotische und eine exakte Methode besprochen, insbesondere die Vor- und Nach-
teile dargelegt und für den Anwender eine Empfehlung  ausgesprochen. 
Wir beschränken uns aus didaktischen Gründen zwar auf die Trinomialverteilung, die 
Überlegungen sind aber für beliebige Polynomialverteilungen gültig. 
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2 Die Trinomialverteilung 
Aus einer Urne mit weißen, schwarzen und roten Kugeln wird n-mal mit Zurücklegen 
gezogen. Die Anteile der einzelnen Farben sind: 

P(W) = p1, P(S) = p2 und P(R) = 1 – p1 – p2. 

Das dreimalige Ziehen kann durch einen Wahrscheinlichkeitsbaum veranschaulicht 
werden. 
Das zufällige Geschehen wird durch eine zweidimensionale Zufallsgröße (W,S) be-
schrieben, wobei die Anzahl der weißen Kugeln W = n1 zwischen 0 und n sowie die An-
zahl der schwarzen Kugeln S= n2 zwischen 0 und n – n1 variiert. Die Anzahl der roten 
Kugeln ist nicht zufällig, sondern determiniert, denn n3 = n – n1 – n2 . 
Die Wahrscheinlichkeit eines Astes des Wahrscheinlichkeitsbaumes ist ݌௡భݍ௡మሺ1 െ ݌ െ

ሻ௡య, der Polynomialkoeffizient ቀݍ
	 ݊ 	
݊ଵ ݊ଶ ݊ଷ

ቁ ist die Anzahl der Äste mit gleichen 

Anzahlen nw, ns und  nr . Nach Definition gilt ቀ
	 ݊ 	
݊ଵ ݊ଶ ݊ଷ

ቁ ൌ
௡!

௡భ!	௡మ!	௡య!	
 .  

 
Definition (Polynomialverteilung): 
 
Eine Zufallsgröße X = (X1, X2, …,Xr)  heißt polynomialverteilt zu den Parametern n und 
p1, p2, ..., pr  mit 0 ≤ pi ≤1, ∑ ୧݌ ൌ 1௥

௜ୀଵ  , wenn ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion durch 
 

 ܲ൫ሺ ଵܺ, ܺଶ, … . , ܺ௡ሻ ൌ ሺ݊ଵ, ݊ଶ, … . , ݊௥ሻ൯ ൌ ቀ
݊

݊ଵ	݊ଶ …	݊௥
ቁ ଵ݌

௡భ	݌ଶ
௡మ ௥݌	…

௡ೝ  

beschrieben wird. 
 
Die Abb.1 zeigt die Wahrscheinlichkeitsfunktion für die Trinomialverteilung zu den 
Parametern n = 50, p1 = 0.3 und p2 = 0.5. Alle Schnitte mit dem Graphen der Wahr-
scheinlichkeitsfunktion parallel zur  n1-n2-Ebene ähneln in etwa Ellipsen. Dass dies für 
Konfidenzbereiche  nicht zutreffen muss, wird im Folgenden erläutert. 
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Abbildung 1: Wahrscheinlichkeitsfunktion der Trinomialverteilung zu den Parametern  
n = 50,   p1 = 0.3 und p2 = 0.5 

3 MLH-Schätzungen der Parameter der Trinomialverteilung 
In einer unendlich großen Grundgesamtheit  findet man die sich gegenseitig ausschlie-
ßenden Merkmale X, Y und Z mit den Wahrscheinlichkeiten p = P(X), q = P(Y) und  r = 
1- p- q = P(Z). Eine Zufallsstichprobe vom Umfang n enthält nx Elemente aus X, , ny aus 
Y und aus Z sind es deterministisch nz = n - nx - ny. Wegen nx + ny + nz = n müssen gel-
ten: 
 
 	0 ൑ 	݊௫ ൑ 	݊, 0 ൑ 	݊௬	 ൑ 	݊	 െ	݊௫   und 	0 ൑ ݊௭ ൑ ݊ െ ݊௫ െ ݊௬ . 
 
Als Wahrscheinlichkeit für das Tripel ሺ݊௫, ݊௬, ݊௭ሻ erhält man 
 

 ܲሺܶ ൌ ሺ݊௫, ݊௬, ݊௭ሻሻ ൌ ቀ
	 ݊ 	
݊௫ ݊௬ ݊௭ቁ ݌

௡ೣݍ௡೤ݎ௡೥, 

 
oder besser, da nur ݊௫ und ݊௬   frei wählbar sind, 
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 ௣ܲ,௤ሺܶ ൌ ሺ݊௫, ݊௬ሻሻ ൌ ቀ
	 ݊ 	
݊௫ ݊௬ ݊ െ ݊௫ െ ݊௬ቁ݌

௡ೣݍ௡೤ሺ1 െ ݌ െ  .ሻ௡೥ݍ

 
Als erwartungstreue Maximum-Likelihood-Schätzung (MLH) für die Parameter p und q 
erhält man: 
 

 ሺ݌෤, ෤ሻݍ ൌ ൫݊௫ ݊⁄ , ݊௬ ݊⁄ 	൯. 
 
Die asymptotische Minimalvarianz ist 1 ሺ݊ ∙ ,݌ሺܫ ⁄ሻሻݍ , wobei I(p,q) als Fisher Informa-
tion bezeichnet wird. Aus ݂ ൌ ሺ݌, ,ݍ 1 െ ݌ െ  :ሻ erhält manݍ
 

 ଵ݂ ൌ
డ୪୬	ሺ௙ሻ

డ௣
ൌ ቀ

ଵ

௣
, 0, െ

ଵ

ଵି௣ି௤
ቁ, 

 

 ଶ݂ ൌ
డ୪୬	ሺ௙ሻ

డ௤
ൌ ቀ	0,

ଵ

௤
, െ

ଵ

ଵି௣ି௤
ቁ 

und daraus 

,݌ሺܫ  ሻݍ ൌ ቆ
ሺܧ ଵ݂

ଶሻ ሺܧ ଵ݂ ∙ ଶ݂ሻ
ሺܧ ଵ݂ ∙ ଶ݂ሻ ሺܧ ଶ݂

ଶሻ
ቇ = ቌ

ଵ

௣
൅

ଵ

ଵି௣ି௤

ଵ

ଵି௣ି௤
ଵ

ଵି௣ି௤

ଵ

௤
൅

ଵ

ଵି௣ି௤

ቍ. 

 
Da die Trinomialverteilung „regulär“ ist, dies wird hier nicht demonstriert, ergibt sich 
nach der klassischen Schätztheorie die asymptotische Minimalvarianz des  Schätzers als 
 
 ܸሺ݌෤, ෤ሻݍ ൌ 1 ሺܫሺ݌, ሻݍ ∙ ݊ሻ⁄ . 
 

Außerdem ist  ሺ݌෤ െ ,݌ ෤ݍ െ ,݌ሺܫሻඥݍ ሻݍ ∙ ݊  asymptotisch standardnormalverteilt, 
folglich das Quadrat  

 ݊ ∙ ሺ݌෤ െ ,݌ ෤ݍ െ ሻݍ ∙ ,݌ሺܫ ሻݍ ∙ ൬
෤݌ െ ݌
෤ݍ െ  ൰ݍ

 
asymptotisch χ²-verteilt mit zwei Freiheitsgraden. 

4 Drei Methoden zur Konstruktion von Konfidenzbereichen 
für die Parameter (p, q) der Trinomialverteilung 

4.1 Die asymptotische Methode 

Die letzte Formel kann verwandt werden, um beispielsweise für  ߙ ൌ 0.05  einen Kon-
fidenzbereich zu konstruieren. Diejenigen (p, q) mit 
 

  ݊ ∙ ሺ݌෤ െ ,݌ ෤ݍ െ ሻݍ ∙ ,݌ሺܫ ሻݍ ∙ ൬
෤݌ െ ݌
෤ݍ െ ൰ݍ ൌ 5.991 ൌ ߯ଶ,଴.ଽହ

ଶ  , 
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begrenzen den asymptotischen Konfidenzbereich. Die Schätzung ሺ݌෤, -෥ሻ und der Stichݍ	
probenumfang n sind bekannt. Die Matrizengleichung ergibt eine quadratische Glei-
chung in p, wenn man q festhält: 
 

ଶ݌ܣ ൅ ݌	ܤ ൅ ܥ ൌ 0, 
mit 
ܣ   ൌ െݍ െ 5991 ∗ ݍ ݊⁄ ൅  , ෤ଶݍ
 
ܤ   ൌ ݊/ݍ5.991 െ ݊/ଶݍ5.991 െ ሺݍ െ ෤ሻଶݍ െ ሺെ1ݍ෤݌2 ൅  ෤ሻሻ undݍ
 
ܥ   ൌ ෤ଶሺെ1݌ ൅  . ݍሻݍ

4.2 Die variierte asymptotische Methode 

Ähnlich der Vorgehensweise bei der asymptotischen Methode werden lediglich in der 
Formel der Fisher-Information an Stelle der Parameter p und q Schätzungen ݌෤ und ݍ෤ 
eingesetzt: 
 

,෤݌ሺܫ   ෤ሻݍ ൌ 	ቌ

ଵ

௣෤
൅

ଵ

ଵି௣෤ି௤෤

ଵ

ଵି௣෤ି௤෤
ଵ

ଵି௣෤ି௤෤

ଵ

௤෤
൅

ଵ

ଵି௣෤ି௤෤

ቍ. 

 
Diejenigen (p, q), für die die Gleichung 
 

  ݊ ∙ ሺ݌෤ െ ,݌ ෤ݍ െ ሻݍ ∙ ,෤݌ሺܫ ෤ሻݍ ∙ ൬
෤݌ െ ݌
෤ݍ െ ൰ݍ ൌ 5.991 ൌ ߯ଶ,଴.ଽହ

ଶ  

 

gelten, bilden die Grenzen des (1-)-Konfidenzbereichs. Die Begrenzung ist durch eine 
Ellipse gegeben:	 
 
ଶ݌ܯ   ൅ ݌	ܰ ൅ ܭ ൌ 0, 
mit 
ܯ   ൌ ݊ሺ1 െ ෤ݍ෤ሻݍ ൅ ෤ଶݍ෤݌݊ ൅ ଶݍ෤ଶሺെ݌݊ ൅  ,෤ሻݍ
 
  ܰ ൌ ෤ሺെ1ݍ෤݌2݊ ൅  ሻ undݍ
 
ܭ   ൌ ଶݍ෤݌݊ െ ݍ෤ݍ෤݌݊ െ 5.991ሺ1 െ ෤݌ െ  .෤ݍ෤ሻݍ
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Abbildung 2: Asymptotischer Konfidenzbereich („Hinkelstein“, zarte Linie) und vari-
ierter asymptotischer Konfidenzbereich (Ellipse, dicke Linie) für die Parameter p und q 
der Trinomialverteilung ( gesetzte Parameter ݌෤ = 0.3  und ݍ෤ =0.6, n = 20 ) 
 
In den Abbildungen 2 und 3 erkennt man die Unterschiede zwischen dem asymptoti-
schen und dem variierten asymptotischen Konfidenzbereich. Bei kleinen Stichpro-
benumfängen und Parametern am Rande des Definitionsbereichs verlässt der variierte 
asymptotische Konfidenzbereich den definierenden Bereich der Zufallsgröße, ein Drei-
eck, das durch die Punkte (0, 0), (1, 0) und (0, 1) begrenzt wird. Simulationsexperi-
mente haben darüber hinaus gezeigt, dass der asymptotische Konfidenzbereich das Kon-
fidenzniveau näherungsweise einhält, der variierte asymptotische Bereich (die Ellipse) 
aber nicht (Beitrag Wodny in [1]) 
Mit größer werdendem Stichprobenumfang nähert sich die Gestalt des asymptotischen 
Konfidenzbereichs der Ellipse an (siehe Abb. 4 für n = 100). 
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Abbildung 3: Asymptotischer Konfidenzbereich („Hinkelstein“, zarte Linie) und vari-
ierter asymptotischer Konfidenzbereich (Ellipse, dicke Linie) für die Parameter p und q 
der Trinomialverteilung ( gesetzte Parameter ݌෤ = 0.3  und ݍ෤ = 0.6, n = 50 ) 

Abbildung 4: Asymptotischer Konfidenzbereich („Hinkelstein“, zarte Linie) und vari-
ierter asymptotischer Konfidenzbereich (Ellipse, dicke Linie) für die Parameter p und q 
der Trinomialverteilung für große Stichprobenumfänge n nahezu gleich 
(gesetzte Parameter ݌෤ = 0.3  und ݍ෤ =0.6, n = 100 ) 
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Tabelle 1: SAS-Programm zur Konstruktion des zweidimensionalen asymptotischen 
Konfidenzbereichs 

data KB; 
n=60;              /* Stichprobenumfang */ 
chi2=5.99;         /* krit. Wert der Chi-Quadratverteilung mit f=2 */
pdach=.3;qdach=.3; /* Punktschätzungen */ 
 
Do q=0.1 to 0.9 by 0.00005; 
A=-q-chi2*q/n+qdach**2; 
B=chi2*q/n-chi2*q**2/n-(q-qdach)**2-2*pdach*q*(-1+qdach); 
C=pdach**2*(-1+q)*q;  
/* Ap²+Bp+C=0 */ 
 
if B**2-4*A*C>=0 then do; 
p1=(-B-SQRT(B**2-4*A*C))/(2*A); 
p2=(-B+SQRT(B**2-4*A*C))/(2*A);end; 
else do;p1=.; p2=.;end; 
output; 
end; 
run; 
 
Axis1 order=(0 to 1 by 0.1) label=( "p") WIDTH=2;  
Axis2 order=(0 to 1 by 0.1) label=( "q") WIDTH=2;  
symbol1 i=join c=green v=point l=1; 
symbol2 i=join c=green v=point l=1; 
proc gplot data=KB; 
plot (p2 p1 )*q/ overlay haxis=axis1 vaxis=axis2 ; 
run;quit; 

Das SAS-Programm zur variierten asymptotischen Methode unterscheidet sich nur 
durch die jeweilige quadratische Bestimmungsgleichung. 

4.3 Die exakte Methode 

4.3.1 Der Algorithmus 

Die exakte Methode zur Bestimmung des Konfidenzbereichs wird als Algorithmus mit-
geteilt. Beobachtet seien in einer Stichprobe vom Umfang n das das Merkmalstripel (xo, 
yo, zo) mit zo = n – xo – yo . Von einem vorgegebenen Punkt (p0, q0) soll entschieden 
werden, ob er zum Konfidenzintervall des Niveaus 1 -  gehört. 

1. Es werden alle Polynomialwahrscheinlichkeiten P(x,y) berechnet. 
2. Wahrscheinlichkeiten werden der Größe nach sortiert.  
3. Von der größten Wahrscheinlichkeit an werden alle weiteren Wahrscheinlichkei-

ten kumuliert, bis die Summe 1 -  erstmals übersteigt. 
4. Alle in die Summe eingehenden Paare (x, y) erhalten eine Markierung. 
5. Trägt (xo, yo ) diese Markierung, so gehört der Punkt (p0, q0) zum Konfidenzbe-

reich. 
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6. Bei genügend dichter Rasterung des Definitionsbereichs (x, y) erhält man einen 
zusammenhängenden Bereich, den exakten Konfidenzbereich. 

4.3.2 Rechentechnische Realisierung der exakten Methode 

Numerische Schwierigkeiten bei der Berechnung der Polynomialwahrscheinlichkeiten 
ergeben sich zum einen bei der Berechnung der Fakultäten, die rasch sehr groß werden, 
und die Darstellungsmöglichkeit für eine natürliche Zahl übersteigen, und zum anderen 
bei der Berechnung der Potenzen der Wahrscheinlichkeiten, die mit wachsendem Expo-
nenten sehr klein werden. 
Im SAS-Programm werden die Trinomialwahrscheinlichkeiten als Produkt zweier Bi-
nomialwahrscheinlichkeiten dargestellt, die als Standardfunktionen 
PDF('BINOMIAL',m,p,n) für beliebige m und n verfügbar sind: 
 

ܲ൫݊௫, ݊௬൯ ൌ ቀ
	 ݊ 	
݊௫ ݊௬ ݊ െ ݊௫ െ ݊௬ቁ݌

௡ೣݍ௡೤ሺ1 െ ݌ െ  ሻ௡೥ݍ

 

ൌ ቆቀ
݊
݊௫
ቁ ሺ1	௡ೣ݌ െ ሻ௡ି௡ೣቇ݌ ∙ ቆቀ

݊ െ ݊௫
݊௬ ቁ ሺ1	௡೤ݍ െ ሻ௡ି௡ೣି௡೤ቇݍ

∙ ൬
௡೥ݎ

ሺ1 െ ሻ௡ି௡ೣ݌ ∙ ሺ1 െ ሻ௡೥ݍ
൰ 

 

ൌ ൫PDFሺ′BINOMIALᇱ, ݊௫, ,݌ ݊ሻ൯ ∙ ቀPDF൫′BINOMIALᇱ, ݊௬, ,ݍ ݊ െ ݊௫൯ቁ 

																																																																																																														

∙ ൬
௡೥ݎ

ሺ1 െ ሻ௡ି௡ೣ݌ ∙ ሺ1 െ ሻ௡೥ݍ
൰. 

 
Die numerischen Schwierigkeiten sind mit dieser Formeldarstellung nicht vollständig 
behoben, denn der dritte Faktor wird mit wachsendem Stichprobenumfang rasch klein. 
Doch während bei der Berechnung der Fakultäten die Probleme etwa ab n = 180 anfan-
gen, treten sie bei der Berechnung des Ausgleichsfaktors bei etwa n = 600 auf. Für grö-
ßere n berechne man die Wahrscheinlichkeiten asymptotisch. 
Das folgende SAS-Programm prüft, ob der Punkt (p0, q0) zum Konfidenzbereich gehört. 
Die Rechenzeit hängt im Weiteren von der Rasterung der p-q-Ebene ab. Es ist sinnvoll, 
nicht den gesamten Definitionsbereich zu untersuchen, sondern beispielsweise die ein-
dimensionalen symmetrischen Konfidenzintervalle für p und q zu Grunde zu legen. Die 
Randverteilungen sind bekanntlich Binomialverteilungen: X ~ B(n,p), Y ~ B(n,q), so-
dass deren Konfidenzintervalle leicht bestimmbar sind. Auf ihr Kreuzprodukt kann das 
Suchgebiet einschränken. Bei größerem Stichprobenumfang n ist die Zeitersparnis be-
trächtlich. 
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Tabelle 2: Programm prüft, ob ein vorgegebener Punkt zum exakten Konfidenzbereich 
für die Parameter der Trinomialverteilung gehört 

%let p0=.3;%let q0=.4; 
/* Zu überprüfender Pkt. (p0,q0) */ 
%let n=20;             
/* Stichprobenumfang             */ 
%let nx=17;%let ny=2;  
/* Realisierung durch Stichprobe */ 
/************** Eingabe abgeschlossen *******/ 
 
data aaa; 
r0=1-&p0-&q0; 
nz=&n-&nx-&ny; 
do k=0 to &n; 
  do m=0 to &n-k; 
    w=PDF('BINOMIAL^',k,&p0,&n) 
     *PDF('BINOMIAL^',m,&q0,&n-k) 
     *r0**(&n-k-m)/((1-&p0)**(&n-k)*(1-&q0)**(&n-k-m)); 
/*Polynomial-Wkt. w ist Produkt zweier Binomialwkt. mit        
Ausgleichsfaktor*/  
    output; 
  end; 
end; 
run; 
/* Schritt 1 */ 
  
proc sort data=aaa ; 
by descending w ; 
run; 
/* Schritt 2 */ 
 
data aaa; 
set aaa; 
s+w;  
/* Schritt 3 */ 
if s<=0.95 then flag=1; 
if s>0.95 and LAG(s)<0.95 then flag=1;/* Schritt 4 */ 
if k=&nx and m=&ny and flag=1 then Entscheid='ja'; else 
Entscheid='ne'; 
/* Schritt 5 */ 
run; 
 
proc print; 
where k=&nx and m=&ny;run; 
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Abbildung 5: Exakter (Sternmarkierung) und  asymptotischer Konfidenzbereich („Hin-
kelstein“, volle Linie) stimmen weitestgehend überein, sowie der variierte asymptoti-
sche Bereich (Ellipse) beim Stichprobenumfang n = 50 und nx = ny =15 

 
In Abb. 5 sind beide asymptotische Bereiche und der exakte Konfidenzbereich einge-
zeichnet. Man erkennt deutlich, dass bereits ab Stichprobenumfang n = 50 der asympto-
tische Konfidenzbereich gut mit dem exakten übereinstimmt. Man kann nachrechnen, 
dass der variierte asymptotische Konfidenzbereich im Allgemeinen kein (1-)-Kon-
fidenzbereich ist. 

5 Schlußfolgerungen 
In Abb. 5 sind die beiden asymptotischen und die exakten Konfidenzbereiche einge-
zeichnet. Man erkennt deutlich, dass der asymptotische Konfidenzbereich gut mit dem 
exakten übereinstimmt und das bereits ab Stichprobenumfang  n = 16. Nur der variierte 
asymptotische Konfidenzbereich trifft in keiner Weise den tatsächlichen Bereich  
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Empfehlungen: 

 Man wähle niemals den variierten asymptotischen Bereich, weil er zu konservativ 
ist und Reserven bezüglich der Nichtüberdeckung des wahren Parameters hat. 

 Da einerseits die exakte Methode großen Rechenzeitaufwand bedeutet, anderer-
seits exakte und asymptotische Methode gut übereinstimmen, wähle man auf 
Grund der geringen Rechenzeiten die asymptotische Methode. 

 Bei sehr kleinem Stichprobenumfang sollte man den Rechenaufwand der exakten 
Methode zur Konstruktion des Konfidenzbereichs nicht scheuen, um einen ver-
lässlichen Bereich zu bestimmen. 
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