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Helmut Bludszuweit

Die Sensitivitatsfrage in der Regressionsrechnung,
illustriert an kleinen Stichproben

Datenséatze zur Regressionsrechnung weisen oft merkwirdige Datenpunkte auf, die einer
sorgfaltigeren Betrachtung unterzogen werden sollten. Das sind einmal solche, die nicht in
das vom unterstellten Modell her bestimmte Bild der Verteilungen passen . Sie provozieren
die Entscheidungsfrage: Sind diese Punkte als ‘AusreiRer’ abzuqualifizieren und aus der
weiteren Analyse zu elimnieren, oder muf3 das Modell in Frage gestellt und modifiziert
werden. Zum anderen kann es Punkte geben mit einem relativ zu den anderen Punkten
auffallig starken Einfluf? auf wesentliche Seiten des Ergebnisbildes (\Vorhersagewerte,
Schétzungen der Modell-parameter, Streuungsparameter). Diese ‘Influenzpunkte’ sollten eine
moglichst gut gesicherte Validitat fir die Untersuchungsfrage haben. Leider gibt es fur diese
Probleme keine einfache Patentlésung. Entsprechend reichhaltig ist das in der Fachliteratur
angebotene Spektrum von Einzelkriterien. Auch ein so leistungsfahiges Statistikprogramm
wie SAS (PROC REG) bietet dem Nutzer nur eine Auswahl solcher Kriterien, die ihm bei
seiner Entscheidung helfen, diese ihm aber keineswegs (‘automatisiert’) abnehmen. Dieser
Beitrag versucht, dem Nutzer dieser Kriterien eine theoretisch orientierte Verstandnishilfe zu
geben.

Wie kommen Influenzpunkte zustande?

Wir gehen vomStandardmodell der (linearen) Regressionsrechnung aus.
Eine zu erklarende bzw. vorherzusagende Variable Y wird als Linearkombination von “unab-
hagigen Variablen’ zuzuglich eines nicht erklarbaren Residualanteils e angesetzt:
Y = Xb +e (nBeobachtungen in Y, k Parameter in b).
Unter Experimentalbedingungen werden die Werte der unabhangigen Variablen (“fehlerfrei’)
gesetzt. Diese Setzungen konstituieren die sog. Designmatrix X (n x k - Matrix). Die
Gewichte b (Regressionskoeffizienten) sind so zu schétzen, dal? die verbleibenden Residuen e
moglichst (im Quadrat-Mittel) klein bleiben. Uber sie werden Veteilungsannahmen gemacht
(Gauss-Markov-Bedingungen). Unter diesen Bedingungen liegt die ganze empirische
Information in den Beobachtungen von Y, wahrend X “gesetzt’ ist. X hat aber ganz
wesentliche Einfllsse auf die hier in Rede stehenden Influenzen. Dazu sehen wir uns mal die
‘Wirkspur’ von X durch den Formalismus des Regressionsmodells an:
Die Kovarianzmatrix Q = (X’X)™*
bestimmt wesentlich die Kovarianzen der Schitzungen der Regressions-
parameter (cov(b”) =s2Q mit sz =e’e/(n-k) ).
Die Schatzmatrix A =QX’
betimmt die Parameterschatzungen mittels der Beobachtungen Y (b = AY).
Die Prédiktionsmatrix (engl.: *hat matrix’) H = XA
bestimmt die Vorhersage- bzw. Erklarungswerte Y~ = HY, und schliellich
die Residualmatrix (orthogonal zuH) M=1-H
bestimmt die Residuenschétzungen e = MY.

Fur unsere Frage zentral ist die Pradiktionsmatrix H. Ihre Diagonalelemente sagen, mit
welchem Gewicht (h;;) die Beobachtung y; (d.h. der i-te MeRpunkt im Versuchsplan) an der
Bildung des Erklarungswertes y;i* beteiligt ist. Dabei gilt: 0 <h;; <1 und Xh;i = k. Ferner
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wird die Anschaulichkeit der EinfluBbeziehungen durch folgende Extremaussagen unterstiitzt:
Falls h;i = 0, so sind alle h;; in dieser Zeile = 0,
d.h., wenn der Beobachtungswert y; keinerlei Erklarungswert fiir die (seine eigene)
Vorhersage y;i" hat, so haben auch alle anderen MelRwerte y; keinen. (Null-Zeile in H).
Wenn h;; = 1, d.h. wenn y; seine Vorhersage yi" vollstandig erklart, haben alle anderen
MeRwerte flr y; keinen (“zusatzlichen”) Erklarungswert.
Verscharfung fiir Modelle mit additiver Konstanten: Min(h;;) = 1/n.

Das ldeal h;; = k/n (gleiche Influenz fiir alle Mel3punkte) 1&Bt sich (im ‘fehlerfreien’ Versuchs-
plan) realisieren, wenn alle n MeRpunkte im Raum der unabhangigen Variablen denselben
Abstand zu ihrem Mittel haben. Je starker die Abweichng von diesem Mittel, desto gréRRer der
Influenzwert. Am Ort des Mittels ist der EinfluBwert minimal ( 0 bzw. 1/n).

Eine geometrische Veranschaulichung mdge das theoretische Bild der Matrix H abrunden:

H ist eine Projektionsmatrix, die den n-dimensionalen Stichprobenraum der Beobachtungen Y
auf einen k-dimensinalen Unterraum (Zahl der Parameter im Modell: k < n) orthogonal
projiziert. Die komplementére Matrix M = | - H ist dann die entsprechnede Orthogonal-
projektion auf den n-k-dimensionalen ‘Restraum’ (der Residuen). Z.B. ergibt sich daraus eine
fir Modellprifunen nitzliche Eigenschaft: Die Residuen sind orthogonal zu den
Vorhersagewerten.

Einige Beispiele

(1) Die einfache lineare Regression (k = 2) mit aquidistanten Mel3punkten X.
0.B.d.A. kann die Distanz zwischen benachbarten MeRpunkten gleich 1 gesetzt
werden, da H invariant ist gegenuber linearen Transformationen der X-Skalen.
Fur n = 3 erhalten wir :

5/6 2/6 -1/6
fuhrtzu: H=| 2/6 2/6 2/6
-1/6 2/6 5/6

Allgemein fiir n = 2m+1 aquidistante MeRpunkte (Mittel bei Null) ergibt sich:

1 am+l-i(m+1-j)
" n m(m+1)n

Die ‘Randpunkte’ sind also von starkerem Einfluf3.Will man auch hier per
Versuchsplan gleichen Einflul erzwingen, mul man zwei Mef3punkte von jeweils gleicher
Vielfachheit vorsehen, z.B.:

2 X =/
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1/2 1/2 0 0
) _ 1/1 1/2 0 0
fihrtzu: H = 0 0 1/2 1/2
0 0 1/2 1/2

Allgemein: Plan mit 2 x m MeRpunkt-Wiederholungen:
hy =1/m firi,j <mund fir i,j > m (mithin fir alle Diagonalelemente

hij =0 sonst.

(3) Bei mehr unabhangigen Variablen kann man die ‘gleiche Zentralitat’ variabler gestalten,

z.B. in der Ebene (k=3 Parameter) vier MelRpunkte auf einer ‘Kreisbahn’ um ihren
(nicht besetzten) Zentralpunkt:

111 1 3/4 1/4 1/4 -1/4
D A R |14 314 114 14
|1 0 1 of Mtzur H=t,4 174 374 1/4

-1/4 1/4 1/4 3/4

Realisierungen mit SAS/STAT

Wir realisieren SAS-Beisiele mit

PROC REG

DATA= ..

MODEL ... INFLUENCE P R;
RUN;

AuRer der hier thematisierten Option ‘INFLUENCE’ nehmen wir die Optionen ‘P’
(‘Prediction’) und ‘R’ (Residuals’) hinzu, die unserem Thema bei einer Regressionsanalyse
logisch vorangehen - man wiirde keine Influenzanalyse ohne Residuenanalyse machen.

Beispiel mit sieben gleichabstandigen MelRpunkten:

libname disk "A:\";
data disk.ABSP1;
input y 2-3 x 5;

cards;
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proc reg data= disk.ABSP1;

run;

model Y= X/ INFLUENCE P R;
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Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 1 104.14286 104.14286 15.917 0.0104
Error 5 32.71429 6.54286
C Total 6 136.85714
Root MSE 2.55790 R-square 0.7610
Dep Mean 40.85714 Adj R-sq 0.7132
C.V. 6.26060
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error  Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 33.142857 2.16182085 15.331 0.0001
X 1 1.928571 0.48339784 3.990 0.0104
Dep Var Predict Std Err Std Err Student Cook's
Obs Y Value Predict Residual Residual Residual -2-1-01 2 D
1 35.0000 35.0714 1.743 -0.0714 1.872 -0.038 | | | 0.001
2 40.0000 37.0000 1.367 3.0000 2.162 1.388 | | ** | 0.385
3 37.0000 38.9286 1.081 -1.9286 2.318 -0.832 | *| | 0.075
4  41.0000 40.8571 0.967 0.1429 2.368 0.060 | | | 0.000
5 39.0000 42.7857 1.081 -3.7857 2.318 -1.633 | x| | 0.290
6 45.0000 44.7143 1.367 0.2857 2.162 0.132 | | | 0.003
7 49.0000 46.6429 1.743 2.3571 1.872 1.259 | | ** | 0.687
Hat Diag Cov INTERCEP X
Obs Rstudent H Ratio Dffits Dfbetas Dfbetas
1 -0.0341 0.4643 2.9150 -0.0318 -0.0315 0.0264
2 1.5829 0.2857 0.8270 1.0011 0.9498 -0.7079
3 -0.8016 0.1786 1.4121 -0.3738 -0.2990 0.1671
4 0.0540 0.1429 1.8203 0.0220 0.0099 0.0000
5 -2.1380 0.1786 0.4143 -0.9969 -0.0000 -0.4458
6 0.1184 0.2857 2.1722 0.0749 -0.0237 0.0530
7 1.3626 0.4643 1.3605 1.2685 -0.6294 1.0555
Sum of Residuals 0
Sum of Squared Residuals 32.7143
Predicted Resid SS (Press) 63.9579

Zu den Angaben der Residualanalyse bemerken wir hier lediglich:
Die praktisch wichtige Kenngrofe ‘Student Residual’ (= r;) ist in Wirklichkeit das Standardi-
sierte Residuum (= “Residual’ / *Std Err Residual’).
Das studentisierte Residuum finden wir unter ‘Rstudent’ in der Tabelle zur Influenzanalyse

(2.Tab.). Der formale Unterschied zum Standardisierten Residuum besteht darin, daf hier eine
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Schétzung der Residuenvarianz bei jeweiligem Weglassen des betreffenden Mel3punktes i
erfolgt:

'StdErr Residual'=s\/1-h, ,
aber in ‘RSTUDENT’ wird anstelle von s der jeweilige Wert s gesetzt, wobei gilt:
52 = n- k Sz — eiz

® n-k-1" (n-k-D(@-hy)

, k = Zahl der Parameter im Modell.

Dieses heute generell bevorzugte Residuenmaf
e

%nvl_hn

kommt auch in den anderen KenngrdRen vor.

Die Leverage-Werte (Diagonalwerte aus H) sind die Werte der Spalte ‘Hat Diag H’.
‘COVRATIO’ ist das Verhaltnis der Determinanten der geschétzten Kovarianzmatrizen fir
die Regressionsparameter b (ohne MeRpunkt i : mit allen MelRpunkten). Werte dicht bei 1
signali-sieren also ‘wenig Einflul? * durch den entsprechenden Mel3punkt .

‘DFFITS’ beschreibt in standardisierter Form die Veradnderung im Vorhersagewert bei
Weglassen des Beobachtungspunktes i:

‘RSTUDENT’ = ¢, =

Ein grol3er Wert signalisert starken Einfluf? des Beobachtungspunktes.

Die ‘DFBETAS’ (fur jeden Regresionskoeffizienten eine Spalte in der Tabelle) beschreiben
in standardisierter Form den Effekt des Weglassens des Beobachtungspunktes i auf die
Schétzung des jeweiligen Regressionskoeffizienten.

Diese letzten drei EinfluBindizes akzentuieren gewissermafien die “Blickrichtung’ beim
Schauen auf den EinfluR des jeweiligen Beobachtungspunktes und sind damit eine zusétzliche
Hilfe. Die folgenden Formeln mdgen aber noch einmal zeigen, wie weitreichend sie durch die
fundamen-taleren Informationen der Leverage-Werte h;; und der studentisierten Residuen r’g
bestimmt sind:

r? ‘ h.
COVRATIO: CR=|— —t
r(i)2 1-h

. * h
DFFITS: Dﬂt:Qn IjFT

DFBETAS:  Dbeta = rj, - ———

(L-hy)a
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Beurteilungsfaustregeln (‘cutpoints’) fir die Handhabung dieser Kriterien

Im Leverage auffallige Punkte
sind solche, die den Wert 2k/n tberschreiten, d.h. deren Einflu® mehr als doppelt so
grold ist als es im Idealfall ‘gleichméaRiger EinfluB fur alle MeRpunkte’ der Fall wére.
Im Standardisierten Residuum aufféllige Punkte
sind solche, deren Wert-Betrag 2 tiberschreitet (sie sind t-verteilt, wenn die Gaul3-
Markov-Bedingungen fir das Modell glltig sind).
Im Kovarianzverhaltnis auffallige Punkte
sind solche, deren Verhéltnis von 1 starker abweicht als 3k/n.
Im DFFITS-Wert aufféllige Punkte

k+1
sind solche, die den kritischen Wert Z,Im Uberschreiten. Hierfir wurde ein

scharferer kritischer Wert fur h;; von (k+1)/n gesetzt.

Im DFBETAS-Wert auffallig ist ein Punkt,
wenn er den kritischen Wert von 7\/5 Uberschreitet.

Diese haufig empfohlenen Kriterien gehen auf Belsley u.a. (1980) zuriick. Sie sollten als eine
Hilfe verstanden werden, die Punkte in einer Regressionsanalyse herauszufinden, die
aufgrund ihres Gberdurchschnittlichen Einflusses einer besonderen Aufmerksamkeit bedrfen.
Ob sie nun fur die Untersuchung besonders konstitutiv sind oder verféalschende Stérungen mit
sich bringen, die man eliminieren sollte, wird man i.a. ohne Zusatzinformationen nicht mit
rein statistischen Mitteln sicher entscheiden kénnen. Es kann immerhin passieren, das
‘schlechte Punkte’ maskiert werden und ‘gute Punkte’ als Ausreil3er erscheinen, wie das
Hawkins (wiedergegeben in Rousseeuw u.a., 1987) mit seinem konstruierten Testbeispiel
demonstrierte. Er wollte damit die Vorzlge robuster Techniken demonstrieren, die die
Verfalschungsgefahr umgehen, die vom Vorhandensein mehrerer “schlechter’ Punkte droht.
Unsere Kriterien lassen ndmlich immer nur einen Punkt aus, um dessen Wirkung auf das
Analyseergebnis aufzuzeigen.

Wenden wir diese ‘Cutpoints’ auf unser Beispiel an:

Auffallige Beobachtungspunkte in der Stichprobe
Beob.-Nr. r*>2 h>0,57 CR>0,857 Dff>0,866 Df\, / Df; > 0,756
1 . . *
2 . * *
3 *
4 *
5 * *
6 .
7 * * *

Es fallt hier auf: In den ElementargroéRen ist nur ein Residuum zu markieren, aber die anderen
signalisieren mehr. Demgemal verdient vor allem der oberste Extrempunkt des
Versuchsplanes erhohte Aufmerksamkeit.
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