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Die statistischen Mafzahlen odds ratio und Kappa eignen sich besonders gut fiir die Quantifizie-
rung randverteilungsunabhéngiger Aussagen iiber die Stirke der Assoziation von kategorialen
Merkmalen. Eine weitere niitzliche Eigenschaft dieser Mafizahlen ist ihre (inhaltliche) Interpretati-
onsmdglichkeit (z.B. im Fall der odds ratio als Barriere, respektive Chance, im Fall von Kappa als
MaB an Ubereinstimmung). Es besteht die Méglichkeit, diese Assoziationsmafe selbst als abhén-
gige Variable in einer linearen kategorialen Regression zu modellieren. Die SAS-Prozedur
CATMOD 148t neben den inplementierten Standardresponsefunktionen auch das Modellieren ei-
gener Responsefunktionen zu. Am Beispiel der odds ratio und Kappa soll die Umsetzung in eine
Responsefunktion (Matrixschreibweise) gezeigt werden.

1. Einleitung

Innerhalb des STAT-Moduls bietet SAS die zur Analyse kategorialer Daten besonders gut
geeignete Prozedur CATMOD an. Das Problem der addquaten Analyse kategorialer Daten
stellt sich gerade im sozialwissenschaftlichen Forschungskontext besonders hiufig, da die dort
untersuchten Merkmale bzw. ihre Ausprigungen oftmals nur nominal skaliert sind. Besondere
Schétzprobleme ergeben sich vor allem, wenn die Zielvariablen selbst nur in kategorialer
Form vorliegen. Bekannte statistische Verfahren zur Analyse solcher Zielvariablen sind zum
Beispiel die logistische Regression, log-lineare Modelle und die lineare kategoriale Regressi-
on. Einzig im Fall der kategorialen Regression ist das Vorhandensein einer kategorialen Ziel-
variable Anwendungsbedingung. Der Ansatz der linearen kategorialen Regression, welcher in
wesentlichen Teilen auf Grizzle/Starmer/Koch zuriickgeht und deshalb auch oft als GSK-
Ansatz bezeichnet wird, steht im Mittelpunkt dieses Beitrags (Grizzle et al. 1969). Genauge-
nommen basiert der GSK-Ansatz auf einer Anwendung des allgemeinen linearen Modells auf
kategoriale Daten (vgl. AndreB3 et al. 1997: 55; Fahrmeir et al. 1996). Wesentliche Vorteile der
linearen kategorialen Regression sind die a/lodellierfaihigkeit der Responsefunktion und die
leichte Interpretierbarkeit der Koeffizienten™ (AndreB3 et al. 1997; Hamerle et al. 1984).

Im Rahmen dieses Beitrags konnen die mathematischen Grundlagen der linearen kategorialen
Regression nur sehr verkiirzt dargestellt werden. Ziel des Beitrags ist es, dem interessierten
Leser zu vermitteln, wie er selbst Responsefunktionen entwickeln kann und diese innerhalb
der Prozedur CATMOD umsetzen kann. Die Umsetzung von Responsefunktionen wird an-
hand konkreter statistischer Maf3zahlen (odds ratio und Kappa) erlautert.

2. Die Prozedur CATMOD

Zunichst folgt ein kurzer Uberblick iiber die Syntax der CATMOD-Prozedur (siche Abb. 1)
und die dort implementierten Standardresponsefunktionen bzw. die moglichen Transforma-

iiberarbeitete Fassung des Vortrags.
> Eine iibersichtliche Darstellung zu den Analysemoglichenkeiten kategorialer Daten befindet sich in An-
drefl/Hagenaars/Kiihnel (1997: 20).
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tionen (siche Tabelle 1). Bei den in Tabelle 1 wiedergegebenen Standardresponsefunktionen
handelt es sich z.B. im Fall:

* von logits um verallgemeinerte Logits der Randwahrscheinlichkeiten,
* von joints (=marginals) um Randwahrscheinlichkeiten,
* von means um Mittelwerte der abhéngigen Variablen (numerisch).

Welches statistische Verfahren in CATMOD zur Analyse der Daten herangezogen werden
soll, wird im wesentlichen durch die Bezugnahme auf diese verschiedenen Standardresponse-
funktionen, das Model-Statement bzw. erginzende Statements (z.B. loglin) gesteuert. Das
verwendete Schétzverfahren (weighted least square bzw. maximum-likelihood-Schétzer)
hiingt von der gewihlten Responsefunktion ab (siche: Stokes et al. 1995: 8). Eine gute Uber-
sicht hierzu ist dem SAS/STAT- User’s Guide Volume 1 zu entnehmen (siche auch: SAS
Institute 1988; SAS Institute 1990; Nagl 1992; Falk et al. 1995; Stokes et al. 1995;
Graf/Ortseifen 1995). Der Beitrag konzentriert sich, wie auch in Abbildung 1 deutlich wird,
auf die Moglichkeit der Umsetzung "eigener" Responsefunktionen innerhalb des Respon-
sestatements.

PROC CATMOD DATA= SAS-data-set
ORDER= DATA;
DIRECT variable-1ist;
MODEL response _effect= design effects / options; /*required*/;
CONTRAST 'label' row _description, row_description,...;
BY variable-1ist;
FACTORS factor _description,... / options;
LOGLIN effects / option;
POPULATION variable-1ist;
REPEATED factor_description,... / options;
RESPONSE function / options;

Thema: Umsetzung eigener Responsefunktionen
am Beispiel: Odds Ratio und Kappa

RESTRICT parameter=value<...parameter=value>;
WEIGHT variable;

Abbildung 1: Prozedur CATMOD
(Quelle: PROC CATMOD, SAS 6.12 Hilfe)

Die in Tabelle 1 angegeben Transformationsmoglichkeiten sind zur Umsetzung "eigener"
Responsefunktionen von grofer Wichtigkeit (siche Punkt 6: Umsetzung der Mallzahlen in
Matrizen).
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Tabelle 1: Standardresponsefunktionen und mogliche Transformationen

Standardresponsefunktionen: mogliche Transformationen:
» alogit/s * joint * Addieren einer Konstante
* clogit/s * marginal/s * Linear-Kombinationen

* logit * mean/s * Logarithmieren

* Exponieren
und die Kombination dieser vier
Transformationen

Quelle: PROC CATMOD (SAS 6.12 Hilfe)

Zum besseren Verstindnis des Gesamtzusammenhangs werden im néchsten Abschnitt die
mathematischen Grundlagen der kategorialen Regression wiedergegeben.

3. Kurzdarstellung der mathematischen Grundlagen der kategorialen
Regression (GSK-Ansatz)

Der Ansatz der kategorialen Regression ist zur Analyse von tabellierten Daten (multivariaten
Kreuztabellen) geeignet. Innerhalb des Ansatzes der kategorialen Regression gibt es keine
Beschriankung beziiglich der analysierbaren Subpopulationen und der Anzahl der Kategorien
der Responsevariablen. Dabei ist allerdings Bedingung, daf3 die Stichprobe gro3 genug ist, um
eine ausreiﬁhende Zellbesetzung zu liefern (vgl. AndreB et al. 1997: 58). Die kategoriale
Regression”kann folgendermallen beschrieben werden:

Gegeben seien fiir s Subpopulationen (unabhingige Variablen) die Wahrscheinlichkeiten
(7, ) fiir r Responsekategorien (abhéngige Variablen):

1 2 r

1
T, Ty, 1r 71-1'
2 ]
7Ly, Ty Ty, - T,
oy T
S '
72’-31 72’-32 ﬂ:sr T s

wobei fiir alle 1 gilt:

,
2 m=1
=1

(d.h. die Anteilswerte einer Subpopulation addieren sich zu 1).

Dies fiihrt dazu, dal sich der letzte (r-te) Anteilswert immer aus den anderen ergibt. Rein
datentechnisch gesehen bestehen die Ausgangsdaten der kategorialen Regression also immer
aus einer r x s -Tabelle. Die entsprechenden Héufigkeiten n,sind fiir jede Subpopulation im

Fall dichotomer Variablen binomial und im Fall mehrerer Auspragungen multinomial verteilt.
Die Subpopulationen miissen voneinander unabhdngig sein. Sind die Responsevariablen

’ Die mathematischen Grundlagen orientieren sich im wesentlichen an einem unveroffentlichten Skript von Dr.
Willi Nagl (Uni-Konstanz), welches er mir dankenswerterweise zur Verfligung stellte. Zudem orientiert sich
die Darstellungsweise in etwa an den Ausfiihrung von dem Referenzguide (SAS Institute 1990). Herleitungen
und genauere Spezifikationen einzelner mathematischer Grundbedingungen sind der Literatur zu entnehmen
(vor allem: Hamerle et al. 1984: 211-233).
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voneinander abhingig, mul} ein kombinierter Responsefaktor gebildet werden (vgl. Andrel3 et
al. 1997: 59). Die Werte werden in der sogenannten Designmatrix gespeichert.
Die beobachteten Anteilswerte ( p,) fir die Responsekategorie j sind wie folgt definiert:

Dy = %’ wobel n; der jeweilige Umfang der Subpopulation ist.

Man betrachtet also die Wahrscheinlichkeit der Responsevariable (abhidngige Variable) unter

der Bedingung, da3 die Untersuchungseinheit aus der Subpopulation (unabhéngige Variable)

stammt.

Die Anteile p| = (i yeee l} fiir die Populationskategorie* i werden in einem (sXr,1)-Vektor
n. n.

1 1

fiir alle Populationen gespeichert: p” =(p,, p, ... p,).

Ein konsistenter Schétzer fiir die Varianz-Kovarianz-Matrix der p ist:

V, 0 0 0
0o v, 0 .

V(p)= 0 (’; S = DIAGWV .V ,,+V, ) mit
0 0 0 ¥V,

V(p,)= (DIAG(p’;-')—p,-p,-T).

1

Seien nun m Funktionen (Responsefunktionen) von p gegeben:

Ein konsistenter Schétzer fiir die Varianz-Kovarianzmatrix fiir F ist dann gegeben durch:

T

V(F)=HV(p)H", wobei H = QaF(p ) (die Ableitung von jedem F an der Stelle p).
p

Die Funktionen kénnen nun mit Hilfe eines linearen Modells F(r)= X3 untersucht werden,

wobei 7 den Vektor der Populationswahrscheinlichkeiten fiir alle Populationen beschreibt.
Der Vektor F enthélt die Responsefunktionen und [ (Parameter) beschreibt die Variation

iiber die Responsefunktionen. Im Prinzip kénnen beliebige Funktionen gewahlt werden (siehe
hierzu Forthofer/Koch 1973; AndreB et al. 1997). Die Tests fiir den Fit (Modellanpassung)
werden mit Hilfe der Wald-Statistik durchgefiihrt. Die zugrundeliegende Verteilung ist anné-

hernd y?-verteilt (AndreB et al. 1997; Hamerle et al. 1984). Die Berechnung des Modelltests
erfolgt nach:

0=0(x,F)=(RFY (RV,R")'RF

* Fiir die Populationskategorie i wiirde gelten: p[T = ( DitsPin -+ P ) ;(r,1)-Vektor.
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bei einem (u,t-Vektor) X mit u-t Freiheitsgraden. Das Modell (“Goodness-of-Fit”-Test) wird
mit Hilfe der Nullhypothese: “Variation der Residuen = 0 getestet. Die Anzahl der Freiheits-
grade entspricht der Anzahl der Responsefunktionen minus der Zahl der Parameter der unab-
hiangigen Variablen. Bei signifikanter Residualkategorie pat das Modell nicht, bei nicht
signifikanter Residualkategorie palit das getestete Modell und die Effektparameter konnen
interpretiert werden (SAS Institute 1988: 182).

Die Hypothesentests beruhen ebenfalls auf der Wald-Statistik und werden folgendermal3en
berechnet:

_ 1
0= (oY el xy e v
mit ¢ Freiheitsgraden, wobei die Nullhypothese folgendermal3en lautet:
HO :C(C,l)ﬁ = O

Der Effekttest bzw. die statistischen Tests zur Variation der unabhédngigen Variablen in der
gewihlten Responsefunktion wird durch die Nullhypothese: “Parameter = 0 getestet. Ist ein
Effekt signifikant, so stellt er eine Quelle der Variation auf die abhéngigen Variablen dar. Ein
nicht signifikanter Effekt kann aus dem Modell entfernt werden, er wird dann dem Residual-
raum zugerechnet (SAS Institute 1988: 181).

Die Pridiktionswerte bei der Parameterschitzer (WLS-Schitzung) sind folgendermallen
definiert:

F=xb=X(X"V'X)'X"V,'F
mit der Varianz-Kovarianzmatrix:
T1,-1 -l T
vo=x(xTvix) X
Der Vektor b fur die Parameter ist dann:

b=V, x)' XTV'F
(vgl. auch Kiichler 1978: 352).

3.1 WLS-Schitzverfahren

Der GSK-Ansatz verwendet gewichtete Kleinst-Quadrate-Schitzungen (weighted least squa-
res). Die WLS-Methode minimiert die gewichtete Residuenquadratsumme, wodurch die
Voraussetzung der Streuungsgleichheit sichergestellt ist (vgl. Kiichler 1978: 352; SAS Insti-
tute 1990: 413). Um robuste WLS-Schitzer zu erhalten, werden an den Stichprobenumfang
gewisse Mindestanforderungen gestellt Den log-linearen Modellen liegt ein Maximum Like-
lihood-Schitzverfahren zugrunde. Beide Schitzverfahren liefern bei groflen Stichproben

° Es wird in der Literatur von etwa 20-30 Fillen pro Subpopulation gesprochen (vgl. Kiichler 1979: 251). Laut
Forthofer darf diese Forderung bei einem Viertel der Subpopulation verletzt sein, wenn keine weniger als 10
Fille hat (vgl. AndreB et al. 1997: 58; Forthofer/Lehnen 1981).
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vergleichbare ErgebnisseEI (vgl. AndreB3 et al. 1997: 21 u. 39; Langeheine 1986: 161). Der
kategorialen Regression kann ein additives wie auch ein multipikatives Regressionsmodell
zugrunde liegen. Im Fall eines additiven Regressionsmodells kommt ein wesentlicher Nachteil
des WLS-Schétzverfahrens zum Tragen: Es diirfen sich in der zu analysierenden Tabelle keine
Nullzellen befinden. Des weiteren sind unzuldssige Prognosen, d.h. Wahrscheinlichkeiten
unter 0 bzw. iiber 1 nicht ausgeschlossen. Zusétzlich kommen bei sehr schief verteilten Ziel-
variablen (abhingige Variablen) die Unterschiede in den Subgruppen kaum zur Geltung (vgl.
AndreB et al. 1997: 21).

3.2 Restriktionen

Der zur kategorialen Regression benoétigte Stichprobenumfang hingt von der Anzahl der
kategorialen Variablen ab, die man in einem Modell untersuchen will. Je mehr unabhéngige
Variablen, desto mehr Dimensionen hat die der Analyse zugrundeliegende Tabelle und desto
hoher ist die Wahrscheinlichkeit, dal manche Zellen der Tabelle nicht besetzt sind. Dies
zwingt dazu, die Menge der potentiell in Frage kommenden unabhingigen Variablen auﬁ
wenige aussagekriftige zu beschrin (vgl. AndreB3 et al. 1997: 132). Stichproben-Nullen

bilden aufgrund der WLS-Schétzung™ ein groB3es Problem bei der kategorialen Regression.
Nullzellen konnen unter Umstinden durch das Zusammenfassen von Kategorien vermieden
werden, jedoch gehen dadurch moglicherweise wertvolle Information verloren. Wenn trotz
sorgfaltigem Datenmanagement Stichproben-Nullen auftreten, wird in der Literatur empfoh-
len, die Null durch eine kleine Zahl zwischen 0 und 1 zu ersetzen oder wie Grizzle (1969)
vorschlagen hat, das Ergebnis der Division “1/ Anzahl der Responsekategorien” zu nehmen
(vgl. AndreB et al. 1997: 128). Innerhalb des Statistik-Analyse-Systems SAS wird beim Vor-
handensein nicht besetzter Zgllen zu allen vorkommenden Zellen der zugrundeliegenden
Tabelle der Wert 0,5 addiert”. Allen Korrekturen gemeinsam ist die Auswirkung auf die
Schitzergebnisse. Der Einflul des verwendeten Korrekturverfahrens kann durch das Einset-
zen verschiedener Korrekturwerte abgeschitzt bzw. erkannt werden. Durch die gewéhlten
Responsefunktionen (odds ratio und Kappa) machen sich Nullzellen in dhnlicher Weise auf
seiten der abhéngigen Variablen bemerkbar.

4. Allgemeines zur Designmatrix und Responsefunktion

4.1 Designmatrix:

Zum besseren Verstindnis der matrizenorientierten Schreibweise wird anhand eines einfachen
Beispiels (dichotome Zielvariable*} das Zustandekommen einer Designmatrix demonstriert.
Der klassische Ansatz der univariaten linearen Regression lautet:

y; =B+ Bixy+...+B,x, +€,,i=1,..1.
yi sind dabei die Beobachtungen der abhidngigen Variablen y und der Vektor
x| = (l,x” O ) enthdlt die Werte fiir die unabhédngigen Variablen.

Dies gilt, wenn die Anteile bei der linearen kategorialen Regression ungeféhr zwischen 0,20 und 0,80 liegen.
Eine zuldssige Merkmalskombination ist in der Stichprobe nicht erfaf3t.

Jede Subpopulation wird mit der inversen Varianz gewichtet, bei polytomen abhéngigen Variablen werden
zusitzlich auch die Kovarianzen beriicksichtigt (vgl. Andre$3 et al. 1997: 127fY).

Dabei handelt es sich um eine Standardfunktion, die individuell angepal3t werden kann.

Im Fall einer mehrkategorialen Zielvariablen muf3 ein allgemeinerer Ansatz gewihlt werden (siche: Hamerle et
al. 1984: 221-233).
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B’ :( 0se- B p) ist der unbekannte Parametervektor (Regressionskoeffizienten) und ¢, die

nicht beobachtbare Fehlervariable (vgl. Hamerle et al. 1984: 213). Die Variablen bei dﬁ
kategorialen Regression sind nicht metrisch, d.h. sie miissen entsprechend kodiert werden™-
Am Beispiel einer Effekt-Kodierung (1, falls Kategorie i der Variablen A vorliegt, -1, falls
Kategorie I der Variablen A vorliegt, sonst 0; bei i=1,...,I-1) und einer Dummy-Kodierung (1,
falls Kategorie i der Variablen A vorliegt, sonst 0; bei i=1,...,I-1) wird dies aufgezeigt. Be-
zeichnet man alle Merkmalskombinationen (Datenvektoren) mit x,,...,x,, 1aBt sich x,,...,x,
zur Designmatrix
x;
X =| : |zusammenfassen. Die x; erhalten dabei jeweils als erste Komponente eine 1 fiir den
x;
Koeffizienten f3,. Das heifit, die Regressionsformel 148t sich unter Weglassung der Storgro-
Ben wie folgt ausdriicken:

T=Xp.
Die Vektoren x,,...,x, sind durch die Komplexitit des zugrundeliegenden Modells festge-

legt. Die Anzahl der Zeilen der Designmatrix ergibt sich aus der Anzahl der Kombinationen
der Kategorien der unabhédngigen Variablen. Fiir jede beteiligte unabhéngige Variable gibt es
i-1 Koeffizienten (hypothetisches Beispiel fiir die unabhéngigen Variablen: Alter (B) mit 2
Kategorien; Konfession (C) mit 3 Kategorien) [=2*3=6 Zeilen der Designmatrix und z.B. fiir
die Variable (C) 3-1= 2 Koeffizienten). Die Anzahl der Responsefunktionen (abhédngige Va-
riable) richtet sich wegen der linearen Abhingigkeit der jeweils letzten Kategorie nach der
Kategorienzahl der Responsevariable minus 1 (i-1). Im Fall einer dichotomen Responsevaria-
ble ergibt sich genau eine Responsefunktion. In einem (saturierten) Modell ergeben sich auf
das Beispiel oben bezogen folgende Designmatrix:

Designmatrix Effekt-Kodierung Designmatrix Dummy-Kodierung
fiir die unabhéngigen |B: 1, -1 fiir die unabhingigen |B: I, 0
Variablen B und C C: I, 0 Variablen B und C C: 1, 0
(siche oben) 0, 1 (siche oben) 0, 1
-1, -1 0, 0
(111010 B (11101 0] B
11010 1] By 11010 1| By
ol 1 Be yo|l 10000 Be
1-1 1 0-1 0] fB. 101000 S,
L-10 101 B, 100 100l By
1 -1-1-1 11 B [100000] B,.c.

4.2 Responsefunktion
Ll

Die Responsefunktion 148t sich nahezu beliebig modellieren™; es kann z.B. entweder auf die
gemeinsamen oder die zeilenbedingten Anteile einer vorliegenden Kreuztabelle Bezug ge-
nommen werden. Des weiteren konnen Logits die Grundlage der Responsefunktion sein (log-
arithmierte Verhéltnisse, siehe hierzu (SAS Institute 1990: 435ff; Hamerle et al. 1984: 219fY)).

" Entweder die klassische Dummy-Kodierung oder mit einer Effekt-Kodierung.
"2 Die Funktion muB eindeutig und hinreichend oft differenzierbar sein (vgl. Hamerle et al. 1984: 218).
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Die Responsefunktion bedeutet nichts anderes, als da fiir jedes 7z, aus der Matrix 7 eine
bestimmte Funktion g(TL’ ; ) zugrunde liegt. Das heif3t, es gilt im allgemeinsten Fall:

h()=ZpB +¢& (vgl. Hamerle et al. 1984: 223).

Zur Umsetzung der odds ratio und Kappa als abhédngige Variable im GSK-Ansatz muf} die
Berechnungsformel der jeweiligen Malzahl als Responsefunktion benutzt werden (zur Be-
schreibung der beiden Maf3zahlen siehe weiter unten).

5. Inhaltliche und methodische Vorbemerkungen

An einem konkreten Beispiel aus der Familiensoziologie (Partnerwahl: Bildungshomogamie)
wird ein mdéglicher inhaltlicher Bezug der Modellierung der odds ratio und Kappa als abhéin-
gige Variable klar. Bei der Analyse von Partnerwahl wurde festgestellt, daB Ehepartner {iber-
zufillig oft die gleiche bzw. &dhnliche Bildung besitzen. Dieses Phdnomen wird als
Bildungshomogamie bezeichnet. Will man herausfinden, ob z.B. die soziale Herkunft der
Partner, das Alter der Partner und andere soziale Merkmale die Bildungshomogamie beein-
flussen, stofft man auf das Problem der Randverteilungsabhidngigkeit der abhidngigen Varia-
blen "Bildung". Das Problem verschérft sich bei einer ldndervergleichenden Perspektive
zusitzlich.

Diese Randverteilungsabhingigkeit kann man durch den Bezug auf randverteilungs-
unabhingige Mal3zahlen odds ratio und Kappa (zu den Maf3zahlen siche auch: Hildebrand et
al. 1977; Liebetrau 1983; Reynolds 1977; Rudas 1998) und durch die Authahme dieser Mal3-
zahlen als abhédngige Variable in einem Regressionsmodel addquat beriicksichtigen. Durch die
Interpretation der odds ratio als bildungsbezogene Heiratsbarrieren und Kappa als Mal} fiir
Ubereinstimmung (also Homogamie) wird zudem die inhaltliche Dimension der benutzten
Malzahlen deutlich (siehe hierzu auch Punkt 5.1 und Punkt 5.2).

5.1 Odds ratio

Odds ratios werden in der Soziologie hdufig zur Analyse von Mobilitdtstabellen verwendet
(z.B. Alba 1987; Cobalti 1988; Cobalti 1989; Goodman 1969; Goodman 1970; Kauf-
man/Schervish 1987) und haben sich auch bei der Analyse von Heiratsmustern etabliert (Klein
1998; Klein 1997). Ausgehend von einer 2x2-Tabelle mit den Feldern a, b, ¢ und d (Diagonal-
zellen a, d) ist die odds ratio (OR) folgendermal3en definiert:

(a*d)

=)

Odds ratios lassen sich auch als Relation Relativer Risiken interpretieren, die im Gegensatz zu
dem Relativen Risiko selbst randverteilungsunabhingig sind. Odds ratios konnen Werte von 0
bis unendlich annehmen. Ob ein Wert kleiner 1 oder gréBer 1 ist, hingt dabei von der Kon-
zeption der Kreuztabelle und von der Wirkungsrichtung des untersuchten Zusammenhangs ab.
Berechnet man die odds ratio aus einer Kreuztabelle, die sich aus den Ausprigungen der
dichotomisierten Bildungsausprigungen Verheirateter ergibt, 1a6t sich diese Maflzahl als
bildungsbezogene Heiratsbarriere interpretieren. Wird die odds ratio genau 1, dann besagt der
berechnete Wert, dafl unter Kontrolle der Randverteilungen keine bildungsbezogene Heirats-
barrieren zwischen den Geschlechtern bestehen (vgl. Klein/Riiffer 1999).
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5.2 Kappa

Kappa ist ein von Cohen entwickeltes MaB3, das urspriinglich als Reliabilitdtsmall konzipiert
wurde, um speziell die auf Urteilsiibereinstimmung zielende Kontingenz zu messen, die soge-
nannte Inter-Rater-Reliabilitit. Der Koeffizient ist auf Kategorialdaten andwendbar und resul-
tiert aus der Differenz der tatsdchlichen beobachteten Besetzungszahlen der Diagonalfelder
einer Kreuztabelle und der aus den Randverteilungen (bei statistischer Unabhédngigkeit) er-
wartbaren Besetzungszahlen und ist folgendermalen definiert:

1 2

1-6,

Der Koeftfizient liegt zwischen -1 und +1. Positive Werte zeigen an, daf} iiberzufdllige Homo-
gamie vorliegt. Negative Werte indizieren hingegen, dal3 soziale Mechanismen auf Heteroga-
mie angelegt sind. Den Wert Null erreicht Kappa bei vollstindiger Ubereinstimmung der
zufillig erwarteten mit den tatsdchlichen Anteilen in den Diagonalfeldern. Werte nahe Null
besagen somit, dall kaum soziale Steuerungsmechanismen wirksam sind (vgl.Klein 1999).

Kappa =

6. Umsetzung der statistischen Mal3zahlen in Matrizenschreibweise

Zur Umsetzung von Formel in Matrizenschreibweise lassen sich folgende "Tips" formulieren:
1. Tabellenstruktur anhand des in CATMOD ausgegebenen Response-Profils iiberpriifen
(wegen der Anteilsdefinition).

Formel als Resultat der Verrechnung dieser Anteilswerte reformulieren.

Benotigte Matrizen konzipieren.

Matrizen richtungsverkehrt in SAS eingeben.

Uberpriifung der Ergebnisse der Berechnungen (Responsefunktion).

Nk W

6.1 Umsetzung der odds ratio

Nun zur Umsetzung der odds ratio als abhdngige Variable in einem linearen kategorialen
Regressionsmodell. Im folgenden wird der Weg von der Kreuztabelle zur Responsefunktion
am Beispiel der odds ratio aufgezeigt.

Ausgehend von einer Kreuztabelle mit 2x2 Feldern:

Variable 1 Variable 2
Auspriagung I Auspriagung II | Summe

Auspragung I a b at+b
Auspragung II c d ct+d
Summe atc b+d atb+ct+d

ist die odds ratio (OR) folgendermallen definiert:

(a*d)

(b*c)’

Die Formel muf3 mit Hilfe von linearen Operatoren (log- und exp- Transformationen) formu-
liert werden. Hierzu werden folgende (Hilfs-)Transformationen zur Berechnung innerhalb der
Matrix benétigt:

OR =
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zur Durchfiihrung einer Multiplikation: In(x)+In(y)=In(x+y)
zur Durchfiihrung einer Division: In(x)-In(y)=In(x/y)

Die 2x2-Kreuztabelle entsteht (innerhalb CATMOD) durch folgende Spezifikation im Model-
Statement:

proc catmod ...;

model abhdngige Variable 1 x abhdngige Variable 2 = unabhdngige Variable(n);

(Im Fall der Bildungsvariablen als abhéngige Variablen also "Bildung des Mannes" mal "Bil-
dung der Frau").

Aufgrund der 2x2 Auspridgungen der abhingigen Variablen ergeben sich im GSK-Ansatz 4
Responsekategorien mit den Anteilen: p* =(a,b,c,d) siche Kreuztabelle.

Benotigt werden "a«d" und "b«c" als Komponenten der odds ratio-Formel, sowie spiter die
Division der beiden Produkte.

1. Schritt
Man braucht eine Matrize, in der die Anteile a, b, ¢, d “eingelesen” werden:

a b ¢ d
Ijr 0 0 0 sozusagen: 1*a+0*b+0*c+0*d
20 1 0 O entsprechend:  0*a+1*b+0*c+0*d
3)0 0 1 O usw.
40 0 0 1

Diese Matrix enspricht dem Inhalt der Zellen einer 2x2-Tabelle. Da man die Produkte
“axd” und “bxc” braucht, mufl man zunichst die Matrix logarithmieren (wegen der Umwand-
lung einer Multiplikation in eine Addition: In(x)+In(y)=In(xxy)).

2. Schritt
Man “addiert” dann also:

In(a) In(b) In(c) In(d)
1. 1 0 0 1 sozusagen: 1+In(a)+0«In(b)+0+In(c)+1+In(d)
2. 0 1 1 0 entsprechend:  0«In(a)+1+In(b)+1+In(c)+0+In(d)

durch anschlieBendes Delogarithmieren erhédlt man die gewiinschten Produkte “a+d” und “b«c”
(Nenner und Zihler der odds ratio!). Dadurch erhilt man folgende neue Matrix:

3. Schritt

a*d) (b*C)
1. 1 0 sozusagen: 1 +(axd)+0«(bxc)
2. 0 1 entsprechend:  O«(axd)+1«(bxc)

Nun mull nochmals logarithmiert werden, um sich dieses mal geméf der Transformation
In(x)-In(y)=In(x/y) zunutze machen zu koénnen:
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4. Schritt
d.h. konkret:

In(axd)  In(bxc)

1. 1

-1

Sozusagen:

l*ln(a*d)-l*ln(b*c)

durch die Subtraktion beider logarithmierten Bestandteile der Matrize wird durch erneutes
Delogarithmieren die odds ratio berechnet (die Division durchgefiihrt).

6.1.1 Umsetzung in CATMOD

Die oben entwickelte Matrizenfolge muf3 nun in umgekehrter Reihenfolge (SAS arbeitet die
Matrizen “riickwirts” ab) innerhalb des Response-Statements eingegeben werden. Des weite-
ren gilt es zu beachten, daB3 in SAS log=In entspricht und die Zeilen der Matrizen durch
Kommata getrennt werden. Die Ubertragung ins SAS-Programm (Abbildung 2) geschieht nun

folgendermafen:

proc catmod...

response

Abarbeitungs-
richtung in SAS

o =

log

o =+ O O
- O O o

O O O =
o o =+ O

Erlduterung:
o opola*d)
(b*c)
delogarithmieren
In(a*d)-1n(b*c)
logarithmieren

(a*d)

(b*c)
delogarithmieren
In(a)+1n(d)
In(b)+1n(c)
logarithmieren

Ergebnis: OR =

Anteile (2x2-Kreuztabelle)

Abbildung 2: Umsetzung der odds ratio als Responsefunktion in SAS CATMOD

6.2 Umsetzung von Kappa

Die "Kappa"-Formel (siehe Punkt 5.2) wird zunichst in einer an die 2x2-Tabelle angepalite
Schreibweise reformuliert (Kappa kann auch fiir n-dimensionale Tabellen berechnet werden,
hierzu muf3 einfach eine entsprechend groflere Matrize formuliert werden).

Zunichst folgen die Einzelbestandteile der "Kappa"-Formel und deren Reformulierung:

!
0, :Zpﬁ:>a+d
i=1

0, =2pi+p+i = (a+b)x(a+c)+(b+d)x(c+d))
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2

Kappa = % (sieche Liebetrau 1983:S. 32)

Formel: (an 2x2-Kreuztabelle angepalite Schreibweise)
Kappa = (a+d)—((a+b)x(a+c)+(D+d)x(c+d)) '
1-((@a+b)x(a+c)+(b+d)x(c+d))

Gegeben sind wieder die 4 Responsekategorien mit den Anteilen der oben genannten 2x2-
Kreuztabelle: p‘=(a,b,c,d). Als Komponenten der Kappa-Formel werden benétigt: "(a+d)" und

"((atb)+ (atc)+(b+d)+ (ct+d))" sowie "(at+b+c+d)=1".

1. Schritt
a b C d
1. | 1 1 0 0 a+tb 1. Zeilenrandanteil
2.1 0 0 1 1 ctd 2. Zeilenrandanteil
3.1 1 0 1 0 atc 1. Spaltenrandanteil
4.1 0 1 0 1 b+d 2. Spaltenrandanteil
5.1 1 0 0 1 a+d Summe der Diagonale (Ubereinstimmung)
6. | 1 1 1 1 atb+ctd  Gesamtsumme entspricht 1

Da man die Produkte “(a+b)«(a+c)” und “(b+d)+(c+d)” erhalten will, muf3 wieder logarithmiert
und entsprechend addiert werden (wegen In(x)+In(y)=In(x+y)).

2. Schritt

In(a+b) In(c+d) In(atc) In(b+d) In(a+d) In(atb+c+d)
1. 1 0 1 0 0 0 In(a+b)+In(a+c)
2. 0 1 0 1 0 0 In(c+d)+In(b+d)
3. 0 0 0 0 1 0 In(a+d)
4. 0 0 0 0 0 1 In(atb+c+d)

Danach wird delogarithmiert, und man hat die gewiinschten Produkte, die anderen Kompo-
nenten ((a+d) und (atb+c+d)) bleiben dadurch unberiihrt. Nach dem Delogarithmieren hat
man dann also:

"(atb)«(atc)" und "(c+d)«(b+d)" sowie "(a+d)" und "(a+b+c+d)" zur Verfiigung.

3. Schritt
(atb)«(atc) (ctd)«(b+td) (at+d) (atb+ctd)

1. -1 -1 1 0 (at+d)-((at+b)«(at+c)+(c+d)«(b+d))
(Zahler der Kappa-Formel)

2. -1 -1 0 1 (atb+c+d)-((atb)«(a+c)+(ct+d)«(b+d))
(Nenner der Kappa-Formel)

Danach wieder logarithmieren, um die Division durchfiihren zu kénnen.

4. Schritt

In (Zahler Kappa-Formel) In(Nenner Kappa-Formel
l. 1 -1 In(Zahler K...)-In(Nenner K...)

Durch abschlieBendes Delogarithmieren wird die Division erreicht (wegen In(x)-In(y)=In(x/y).
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6.2.1 Umsetzung in CATMOD

Die Vorgehensweise bei der Umsetzung in SAS (Abbildung 3) entspricht der bei dem voran-
gegangenen Beispiel (odds ratio).

proc catmod...

response

Erlduterung:

0, -0
Ergebnis: Kappa = ———2

1-6,
delogarithmieren
In(Zédhler Kappa)-1ln(Nenner Kappa)
logarithmieren

(atd)-((a+b).(atc)+(ctd).(b+d))
(atb+c+d)-((a+b).(a+tc)+(c+d).(b+d))
delogarithmieren
In(a+b)+1n(a+c)
In(c+d)+1n(b+d)

In(b+d)

In(a+b+c+d)

logarithmieren

(a+b)= Randanteil

(c+d)= Randanteil

(a+c)= Randanteil

(b+d)= Randanteil

(a+d)= Diagonale

(at+b+c+d)= Gesamt=1

Abarbeitungs-
richtung in
SAS

O e R Sl o Rt
~— o -—200 -
~— 00 220
- 2 2020

Abbildung 3: Umsetzung von Kappa als Responsefunktion in SAS CATMOD

7. Ausblick

Natiirlich lassen sich auch andere Formeln mit Hilfe dieser Vorgehensweise umsetzen (z.B.
G-K-Tau, Lambda usw.). Die Wahl der Responsefunktion hiangt dabei im wesentlichen von
dem "gewiinschten" inhaltlichen Bezug und von den statistisch bzw. mathematischen Voraus-
setzungen ab. Eine niitzliche Anwendungsmaoglichkeit der vorgestellten Berechnungsweise ist
die relativ einfache Berechnung der Subgruppen-odds ratios bzw. -Kappas im Fall der Ver-
wendung von saturierten Modellen.

Die Interpretation der Koeffizienten unterscheidet sich je nach Kodierung der unabhingigen
Variabeln (Dummy- bzw. Effektkodierung). Im Fall von dummy-kodierten unabhéngigen
Variablen ist der Parameter direkt als “Erhohung” bzw. “Senkung” der entsprechenden odds
ratio bzw. Kappa beziiglich der jeweils gewihlten Referenzgruppe interpretierbar. Im Fall von
effekt-kodierten unabhéngigen Variablen sind die Parameter als Abweichung von einem
"mittleren" odds ratio bzw. Kappa interpretierbar. Welche Kodierung gewidhlt wird, héngt
dabei wiederum von der "gewiinschten" inhaltlichen Bedeutung ab. AbschlieBend sei noch
einmal erwidhnt, da3 eine sinnvolle Anwendung der oben beschriebenen Vorgehensweise eine
ausreichend grof3e Stichprobe voraussetzt.
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