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Zusammenfassung

Fiir die zweiseitige statistische Testentscheidung beim Vergleich zweier Binomialwahr-
scheinlichkeiten kann aufgrund der vorliegenden Simulationsergebnisse im Falle kleiner
Stichprobenumfange anstelle des iiblichen exakten Tests von Fisher der Liebermeister-Test
empfohlen werden. Er hélt das Signifikanzniveau ein, ist aber weniger konservativ. In Hin-
sicht auf den Fehler 2. Art kann, abhéngig von der betrachteten Situation, der exakte Test
von Fisher oder der Liebermeister-Test vorteilhafter sein.

Der Liebermeister-Test ist mit SAS® unter Verwendung von PROC FREQ realisierbar,
wenn die Daten wie im Vergleich von Tabelle 1 und Tabelle 2 ersichtlich variiert werden.

Schliisselworter: exakter Test von Fisher, Liebermeister-Test, Konfidenzintervalle fiir
die Odds ratio, Konfidenzintervall-basierte Tests

1 Einleitung

Beobachtet werden zwei binomialverteilte ZufallsgroBen mit den Parametern (p;, n;)
bzw. (pg, Ilz).

Zum Vergleich der Wahrscheinlichkeiten p; und p, im Falle zweier unabhédngiger
Stichproben findet oft der y>- Test Anwendung. Bei kleinen Stichprobenumféngen ist
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dieser nicht zu empfehlen, weil die PriifgroBe durch die asymptotische y*- Verteilung
nur unzureichend beschrieben wird.

Fiir genau diese Testsituation stehen der exakte Fisher-Test, der Liebermeister-Test und
ein auf exakten Konfidenzintervallen der Wahrscheinlichkeiten p; und p, basierender
Test zur Verfligung.

In medizinischen Publikationen, insbesondere auf dem Gebiet der Epidemiologie, wer-
den héufig aus Interpretationsgriinden nicht die Wahrscheinlichkeiten p; und p,, son-
dern daraus abgeleitete MaB3e, wie die Risikodifferenz RD = p, - p,, das relative Risiko
RR = p; / p oder das Chancenverhiltnis (Odds ratio) OR = (p; / (1 - p1)) / (p2/ (1 — py))
betrachtet.

Aus statistischer Sicht sind diese Begriffe kein neuer Zugang zum Testproblem, denn
die entsprechenden Hypothesen Hy: p; = p2, Hi: RD=0=p; - p2, H: RR=1=p;/p»
und Hy: OR = 1 sind dquivalent. Mochte man aber konsequent bei den neu eingefiihrten
Begriffen bleiben, dann steht der leichten Interpretation die schwierigere (abgesehen
von der Risikodifferenz) statistische Behandlung des Testproblems gegeniiber. Fiir den
Chancenquotienten OR wird das vorgefiihrt.

Als Methoden zur Abschitzung von Fehlern 1. Art o und 2. Art 3 wurden durchgéngig
Simulationsverfahren mit SAS® unter Verwendung der Module BASE [4] und STAT
[5] genutzt.

2 Die untersuchten Methoden

2.1 Liebermeister-Test und exakter Test von Fisher

Im Jahr 1877 entwickelte Carl Liebermeister einen kombinatorischen statistischen Test
zum Vergleich von Erfolgswahrscheinlichkeiten unterschiedlicher Therapien fiir kleine
Stichproben, den Liebermeister-Test. Das war mehr als ein halbes Jahrhundert bevor der
heute fiir die gleiche Testsituation zur Anwendung kommende exakte Fisher-Test er-
sonnen wurde. Im Laufe der Zeit ist der Liebermeister-Test in Vergessenheit geraten,
der exakte Test von Fisher ist heute in den meisten Statistik-Programmsystemen ver-
fiigbar. Dabei sind beide Tests sehr dhnlich.

Carl Liebermeister kam am 22.Februar 1833 in Ronsdorf als erstes von neun Kindern
in einer wohlhabenden Kaufmannsfamilie zur Welt. Er studierte Medizin in Bonn,
Wiirzburg und Greifswald. Seine ersten Berufsjahre verbrachte er an der Greifswalder
Klinik fiir Innere Medizin, die in jenen Jahren (1855-1860) von Felix Niemeyer gefiihrt
wurde. Als Niemeyer 1862 eine Berufung nach Tiibingen erhielt, folgte Liebermeister
seinem akademischen Lehrer. 1865 nahm er den Ruf als Professor fiir Innere Medizin in
Basel an. Er kehrte 1871 nach Tiibingen zurtick, um die Nachfolge des Lehrstuhls von
Felix Niemeyer anzutreten. Er starb an einem Nierentumor am 24. November 1901
(nach [7]).
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Bei beiden Tests geht man von einer Vier-Felder-Tafel aus. Beim exakten Test von Fi-
sher werden darin die beobachteten Anzahlen niedergelegt. Sie hat das folgende Ausse-

hen:

Tabelle 1: Vier-Felder-Tafel fiir kategoriale Daten im Zweistichprobenfall

Erfolg der kein Erfolg gesamt
Behandlung
Stichprobe 1 m n;-m n,
Stichprobe 2 k-m n, - (k - m) n,
Gesamt k n+nm-k n; +ny

Schitzungen fiir die Erfolgswahrscheinlichkeiten p; und p, ergeben sich aus den For-
meln p;=m/n; und p,= (k - m) / n,. Getestet werden:

Ho: p1=p> gegen Ha: p; > p> beim linksseitigen Test,
Ha: p1 <p, beim rechtsseitigen Test und

Ha: p1 #p2 beim zweiseitigen Test.

Die Nullhypothese H, wird abgelehnt, falls P <o gilt. P steht dabei fiir den P-Wert des

entsprechenden Tests.
r \k—-r
Pp=y A 2
r;ﬂ nl + n2
k
(nl +1J( n2 +1 j
r k+1-r

) n;+n,+2
k+1

P-Wert fiir den Fisher-Test:

P-Wert fiir den Liebermeister-Test:

Formal kann man sich die Priifgr6Be des Liebermeister-Tests aus der des exakten Fi-
sher-Tests entstanden denken, wenn man in der Stichprobe 1 den Stichprobenumfang
um ein Erfolgsereignis und in der Stichprobe 2 den Umfang um ein Misserfolgsereignis
erhoht. Man erhélt damit die folgende Vier-Felder-Tafel (sieche Tab. 2), auf die der ex-
akte Test von Fisher angewandt wird.

Der Liebermeister-Test ist also der exakte Test von Fisher beziiglich der leicht variier-
ten Beobachtungszahlen. Auf diese Weise kann der Liebermeister-Test mit Hilfe des in
SAS® vorhandenen exakten Fisher-Tests ausgefiihrt werden.
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Tabelle 2: Variation der Vier-Felder-Tafel nach Liebermeister

Erfolg der kein Erfolg der gesamt
Behandlung Behandlung
Stichprobe 1 m+ 1 n;-m n;+ 1
Stichprobe 2 k -m n—(k-m)+1 n+1
Gesamt k+1 nt+n,—-k+1 ntn,+2

Aus der Literatur (s. [3]) ist bekannt, dass beide Tests unterschiedliches Verhalten zei-
gen. Der exakte Test von Fisher ist im linksseitigen Fall konservativ, d.h. er tendiert
dazu, die Nullhypothese linger aufrecht zu erhalten. Der Liebermeister-Test ist quasi-
exakt, d.h. sein tatsidchlicher Fehler 1. Art bleibt nahe an der Signifikanzschwelle.
Durch seine Vorgehensweise, dhnlich einer ,,Kontinuitdtskorrektur die Erfolge in
Stichprobe 1 und die Misserfolge in Stichprobe 2 zu vergroBern, verschiebt er im Ver-
gleich zum Fisher-Test die Entscheidung von der Nullhypothese in Richtung Alterna-
tivhypothese. Dass der Liebermeister-Test das o —Risiko sowohl im linksseitigen als
auch im zweiseitigen Fall immer noch einhilt, wird in den nachfolgend vorgestellten
Simulationsexperimenten bestitigt.

2.2 Konfidenzintervall-basierter Test, beruhend auf dem
Binomialansatz

Der exakte Test von Fisher und der Liebermeister-Test werden mit einem Konfidenzin-
tervall-basierten Test verglichen. Man geht von der Vier-Felder-Tafel fiir den exakten
Test von Fisher aus (Tab. 1).

Aus den Tafeldaten schitzt man mit der Maximum-Likelithood-Methode die Erfolgs-
wahrscheinlichkeiten fiir jede der beiden Stichproben:

. m . k-m
P =— bzw. Py = :
1 )

Beziiglich der beiden Stichproben werden exakte Konfidenzintervalle zum Niveau o
fiir die Erfolgswahrscheinlichkeiten p; und p, berechnet. Jeweils mit der Wahrschein-
lichkeit o wird also der unterliegende Parameter nicht tiberdeckt und mit 1 —o wird er
tiberdeckt. Mit diesen Konfidenzintervallen KI; fiir p; und KI, fiir p, werden die fol-
genden Tests flir Hy begriindet:

Es wird zum einen iiberpriift, ob die Schitzung p, im Konfidenzintervall KI, liegt, dann
kommt P, als moglicher Erfolgsparameter der zweiten Stichprobe in Frage. Uberdeckt
das Konfidenzintervall KI, die Schitzung p; aber nicht, dann kann p; nicht als
Erfolgsparameter der zweiten Stichprobe gelten und die Hypothese Hy: p;= p, wird ab-
gelehnt.

Die gleichen Argumente fiir die Schitzung p, und das Konfidenzintervall KI; begriin-
den einen zweiten Test.

Sind die Stichprobenumfiange ungleich, so liefert die grofere der beiden Stichproben
das kleinere Konfidenzintervall und der Test ist ,,entscheidungsfreudiger®, die kleinere
Stichprobe mit dem entsprechend groferen Konfidenzintervall ist konservativer.
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Mit Hilfe von links- bzw. rechtsseitigen Konfidenzintervallen lassen sich analog links-
bzw. rechtsseitige Tests begriinden.

Die Berechnung der exakten Konfidenzintervalle wird mit Hilfe des SAS® -Makros CI-
BINOM realisiert, das der Literatur (vgl. [1]) entnommen ist.

2.3 Tests, basierend auf den Konfidenzintervallen fiir den Chancen-
quotienten (Odds ratio)

In der angloamerikanischen medizinischen Fachliteratur hat sich der Begriff ,,Odds
ratio* weit verbreitet. Er wird aus dem Begriff ,,Chance* (englisch: odds) abgeleitet. Mit
Wabhrscheinlichkeit wird der Anteil der fiir das Experiment giinstigen Félle bezogen auf
die moglichen Fille relativiert. Bei Chance, einem Begriff aus der Wettpraxis, wird das
Verhiltnis von den fiir das Experiment giinstigen Féllen zu den fiir das Experiment un-
giinstigen Fillen beschrieben. Beide Begriffe sind ineinander iiberfiihrbar, aus der
Wahrscheinlichkeit p erhédlt man die Chance Ch = p / (1- p) und aus der Chance Ch die
Wahrscheinlichkeit p = Ch / (1+ Ch).

Im Zweistichprobenfall ergeben sich in Analogie zum relativen Risiko RR :ﬂ, das
12)

mit Hilfe der assoziierten Chancen ermittelte Chancenverhiltnis oder Odds ratio OR,
b1
or =S _1=p1 _pil=py)

Ch, P> py(1-py)
1-p,

Bei kleinen Wahrscheinlichkeiten p; und p, fallen die Begriffe relatives Risiko RR und
Odds ratio OR wegen 1- p; = 1 und 1- p, = 1 ndherungsweise zusammen. Der Vorteil
beider Relativzahlen RR und OR gegeniiber der alleinigen Betrachtung von p; und p,
liegt in der ,,géngigeren* Interpretation.
Dieser Vorteil der einfachen Interpretation wird aber durch die Schwierigkeiten bei der
Berechnung der Konfidenzgrenzen fiir RR und OR verspielt.
Weil man die Verteilung der Schitzungen El und Ez fiir die Wahrscheinlichkeiten p,
und p, kennt (erwartungstreue Maximum-Likelihood-Schitzungen mit Minimalvari-
anz), kann man sie asymptotisch durch eine Normalverteilung anndhern,

Ei ~ N(pl,L?%)J, i:1,2.

i

Die Verteilungen der Quotienten

ﬂR:E, @hl :i, @hz = Ez oder @R:%

Ez 1- El 1- Ez @hz
sind zundchst unbekannt und konnen erst nach weiteren Transformationen und dann
auch nur ndherungsweise bestimmt werden. Im Weiteren werden drei Naherungsverfah-
ren zur Berechnung der Konfidenzgrenzen fiir die Odds ratio angegeben, ndmlich dieje-
nigen nach Woolf, nach Miettinen sowie ein so genanntes exaktes Verfahren. Die Ver-
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fahren werden kommentarlos angegeben. Eine Bewertung wird im Anschluss an das
Simulationsexperiment erfolgen.

2.3.1 Konfidenzintervall fiir die Odds ratio nach Woolf

Der Umweg iiber den Logarithmus der Odds ratio 10g(6R ), approximiert durch ein
Taylorpolynom vom Grade 1, fiihrt zur asymptotischen Varianz

V(log(@R)) ~ L + 1 + 1 + 1

und damit zu einem angendherten Konfidenzintervall zum Niveau o fiir die transfor-
mierte ZufallsgroBe log(OR ),

log(QR)iuai+ ! +L+ ! ,
- k, n -k k, n,-k,

wobei u , das entsprechende Quantil der Normalverteilung sowie k; = m und k, =k -
m die Anzahl der Erfolge in Stichprobe 1 und 2 sind. Das Konfidenzintervall
(6Ru ;6R0) fiir OR wird durch Riicktransformation aus dem des log( @R) erhalten:

6R0/u = exp[log(@R) tu

\/ 1 1 1 1

o —F +—+ .

- k;, n -k k, n,-k,

In der Literatur finden sich zahlreiche Hinweise, dass das so berechnete Konfidenzin-
tervall fiir kleine Stichprobenumfange ungeeignet ist. In [3] findet man als Faustformeln
fiir die Anwendung die Forderung n > 20. Zum anderen sollte man 2 als Haufigkeit je-

der der Zellen der Vierfeldertafel bei n <100 nicht unterschreiten.

2.3.2 Konfidenzintervall fiir die Odds ratio nach Miettinen

Das Konfidenzintervall (@Ru ;QRO) fiir die Odds ratio nach Miettinen bestimmt man

aus
u u o u u o
1-= 1-= -= 1-=
1——5 1+ ; 1——5 1+ ;
OR, = min| OR ¢ B8R 7 | und OR, = max| OR ¢ gr V|
wobei u1 o das (1—%)— Quantil der Standardnormalverteilung N(0,1) und X2 die

2

PriifgroBBe des xz -Homogenitétstestes der zugehorigen Vier-Felder-Tafel sind (siehe
auch [2]).
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2.3.3 Exakte Methode zur Bestimmung der Konfidenzgrenzen der
Odds ratio

Neben den Niherungsmethoden gibt es auch eine so genannte exakte Methode zur Be-
stimmung der Konfidenzgrenzen der Odds ratio, die auf kombinatorischen Uberlegun-
gen dhnlich denen des exakten Fisher-Tests beruht.

Fiir n, =max(k; +k, +n;-n,0) und n, =min(k; +k,,n;), werden das x = OR, ge-
sucht, das die Gleichung

i ki+ky) (n-ki—ky)
1 nl—i o

i=n, _a
nzo kl + k2 n-— kl — k2 i 2
. X

u

erfiillt, und das x = OR, , das die Gleichung

% k1+k2 n—kl—kz i
. X
1 nl—i

i:kl

: X
1 n; —1

1=ny

_¢ erfullt.

Man beachte, dass nur die Summationsgrenzen des Zihlers in beiden Gleichungen ver-
schieden sind!

In SAS® (vgl. [3], [4]) ist die aufwindige Berechnung der exakten oberen und unteren
Konfidenzgrenzen der Odds ratio OR in der PROC FREQ mdoglich, wenn die Option
»exact angegeben wird. Standardmaflig werden aber die Ndherungen nach Woolf an-
gegeben.

3 Simulationsexperimente mit SAS®

Die Vier-Felder-Tafel ist die Grundlage der Tests. Mit Hilfe eines Zufallsexperiments
werden 10 000 Tafeln erzeugt, die jeweils aus zwei unabhingigen Realisierungen bino-
mialverteilter ZufallsgroBen mit den Parametern n,, p; bzw. n,, p, mit vorgegebenen Er-
folgswahrscheinlichkeiten p; und p, entstehen. Dafiir werden jeweils die Testgrof3en be-
rechnet und die statistischen Entscheidungen getroffen. So kann zum einen die Wabhr-
scheinlichkeitsverteilung der Priifgroe empirisch nachgebildet und zum anderen ge-
priift werden, wie genau die relative Haufigkeit der Ablehnungen der Nullhypothese mit
dem vorher festgelegten Wert o =0.05 {ibereinstimmt. Fiir die Konfidenzintervalle geht
man ebenfalls von den 10 000 Vier-Felder-Tafeln aus. Es werden die Punkt- und die
Konfidenzschitzungen (o =0.05) der Odds ratio nach Woolf, Miettinen und nach der
exakten Methode bestimmt.
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3.1 Vergleich der Fehler 1. Art des Liebermeister-Tests, des exakten
Tests von Fisher und des Konfidenzintervall-basierten Tests fir die
Erfolgswahrscheinlichkeiten

Zunichst vergleicht man den Fehler 1. Art der Tests, indem man mit gleichen Erfolgs-
wahrscheinlichkeiten (p; = p;) von 0.2 bis 0.8 mit einer Schrittweite von 0.1
Stichproben erzeugt. Als Stichprobenumfinge wurden n;=15 und n,=20 (man spricht
dabei noch von balancierten Stichproben), n;=15 und n,=50 sowie n;=30 und n,=80
gewahlt.

per cent zf
5

n1=1 5, 112:20

Legende
Abszisse: pl
Ordinate: Fehler 1.
Art in %

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

per cent zf
5]

nl1=30, n2=80

Legende
Abszisse: p;
Ordinate: Fehler 1.
Art in %

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
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Abbildung 1: Vergleich der Fehler 1. Art des exakten Tests von Fisher, des Lieber-
meister-Tests und der beiden Konfidenzintervall-basierten Tests der Erfolgswahr-
scheinlichkeiten (vgl. Abschnitt 2.2) im zweiseitigen Fall in Abhingigkeit von p = p;=
p, fiir verschiedene Stichprobenumfinge

Die experimentell ermittelten prozentualen Fehler 1. Art der Konfidenzintervall-basier-
ten Tests liegen im balancierten Falle fast immer unter den Werten der anderen Tests
(Abbildung 1). Dies geht mit wachsender Unbalanciertheit verloren.

Sowohl bei linksseitiger, als auch bei zweiseitiger Alternative liegen die experimentell
ermittelten prozentualen Fehler 1. Art des Liebermeister-Tests stets iiber den experi-
mentell ermittelten prozentualen Fehlern 1. Art des exakten Tests von Fisher. Im rechts-
seitigen Fall ist es genau umgekehrt. Man kann dies damit erkldren, dass beim Lieber-
meister-Test ein Erfolg zur Stichprobe 1 hinzugezéhlt wird, der die Erfolgswahrschein-
lichkeit erhoht, und gleichzeitig ein Misserfolg zur 2. Stichprobe addiert wird, der die
Erfolgswahrscheinlichkeit der Stichprobe 2 verringert. Dadurch steigt die Chance des
Liebermeister-Tests gegeniiber dem Fisher-Test, die Nullhypothese abzulehnen.

Bei kleinen Stichprobenumfingen n; und n, iiberschreitet der Liebermeister-Test beim
linksseitigen Fall die Signifikanzschwelle o =0.05 (s. Abb. 2, n; = 15, n, = 20,
beispielsweise fiir p < 0.3). Im rechtsseitigen Fall ist der Liebermeister-Test extrem
konservativ. Das tatsdchliche Niveau liegt zwischen 0.01 und 0.02 und damit weit unter
dem angestrebten Niveaua =0.05. Den Liebermeister-Test sollte man beim zweiseiti-
gen und beim linksseitigen Test gegeniiber dem exakten Fisher-Test favorisieren.

percert! f
&

n1=1 5, n2=20

Legende
Abszisse: p;
Ordinate: Fehler
1. Artin %
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1’11:30, 1'12:80
Legende
5 Abszisse: p;
; " & Ordinate: Fehler
] 1. Artin %

Abbildung 2: Vergleich der Fehler 1. Art des Liebermeister-Tests, des exakten Test
von Fisher und der beiden Konfidenzintervall-basierten Tests der Erfolgswahrschein-
lichkeiten (vgl. Abschnitt 2.2) im linksseitigen Fall in Abhangigkeit von p = p;= p, fiir

verschiedene Stichprobenumfinge
‘ n1=1 5, 1'12:20
i
A A

2K | ' ' ' | Legende

percent rf
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.to
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] " Il Ordinate: Fehler
1 K
I
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0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
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n;=30, n,=80

Legende
Abszisse: p;

] Ordinate: Fehler
17 1. Artin %

Abbildung 3: Vergleich der Fehler 1. Art des Liebermeister-Tests, des exakten Test
von Fisher und der beiden Konfidenzintervall-basierten Tests der Erfolgswahrschein-
lichkeiten (vgl. Abschnitt 2.2) im rechtsseitigen Fall in Abhédngigkeit von p = p,;= p, fiir
verschiedene Stichprobenumfinge

3.2 Vergleich der Teststirke des Liebermeister-Tests, des exakten Tests
von Fisher und des Konfidenzintervall-basierten Tests

In diesem Abschnitt wird die Teststiarke von Tests untersucht. Dazu betrachtet man zwei
binomialverteilte Stichproben vom Umfang n;=30 und n,=80, fixiert p, bei 0.5 (weil bei
dieser Parameterwahl die Varianz der Binomialverteilung am grofiten ist) und ldsst p,
in den Grenzen zwischen 0.1 bis 0.9 mit der Schrittweite 0.025 variieren. Auf die ent-
stehenden Vier-Felder-Tafeln werden der exakte Test von Fisher, der Liebermeister-
Test und ein auf dem exakten Konfidenzintervall beruhender Test (Konfidenzintervall
aus der grofleren Stichprobe) angewendet.

In der Abbildung 4 ist der in 10 000 Simulationen ermittelte Fehler 2. Art als Prozent-
wert angegeben. Man sieht: Im zweiseitigen Fall ist der Fehler 2. Art des Konfidenzin-
tervall-basierten Tests am hdchsten. Im zweiseitigen Fall macht der Liebermeister-Test
fiir kleine p groBere Fehler 2. Art als der exakte Test, fiir grof3e p ist es genau umge-
kehrt. Im linksseitigen Fall ist der Liebermeister-Test der stirkste, gefolgt von exaktem
Test und konfidenzbasiertem Test. Im rechtsseitigen Fall ist der [ —Fehler des
Konfidenzintervall-basierten Tests ebenfalls wieder am hdchsten, gefolgt vom Lieber-
meister-Test und dem exakten Test von Fisher.
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Fiir andere Testsituationen (n;=15, n,=20 und n;=15, n,=50) ergaben sich analoge Re-
sultate.
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percent| f
1007

Abbildung 4: Vergleich der Fehler 2.Art (in %) des exakten Tests von Fisher, des
Liebermeistertests und des Konfidenzintervall-basierten Tests flir die Stichprobenum-
fange n; =30 und n, = 80 im zwei-, links- und rechtsseitigen Fall (von oben nach unten)

3.3 Vergleich der naherungsweise kalkulierten Konfidenzintervalle fir
die Odds ratio

Dem Anwender stehen zur Berechnung der Konfidenzgrenzen der Odds ratio mehrere
Moglichkeiten zur Verfligung. Welche soll er wiahlen?

Erinnert sei daran, dass ein Konfidenzintervall den Parameter mit mindestens der Wahr-
scheinlichkeit 1-o iiberdeckt oder mit hochstens der Wahrscheinlichkeit o nicht {iber-
deckt. In einem Simulationsprogramm werden zwei binomialverteilte Stichproben mit
den Stichprobenumfingen n; und n, und vorgegebenem OR gezogen, die Konfidenz-
intervalle nach den verschiedenen oben beschriebenen Methoden gebildet und nachge-
sehen, ob diese den vorgegebenen Parameter OR iiberdecken. Dieses Experiment wird
zehntausendmal wiederholt. Fiir jedes Berechnungsverfahren zdhlt man, wie viele
Nichtiiberdeckungen eintraten. Ein ,,ordnungsgemifles* Konfidenzintervall sollte in
nicht mehr als 500 von 10 000 Féllen (fiir o =0.05) den vorgegebenen Parameter OR
nicht tiberdecken.

Ein Problem bei diesem Rechenexperiment bestehen darin, dass zu einem OR mehrere
Paare (p;, py) existieren, die zum gleichen OR fiihren. Mit diesem Paar werden aber die
beiden Stichproben simuliert. Die groffte Varianz bringt man in das Simulationsverfah-
ren, wenn p; = 0.5 gewdhlt wird. In diesem Falle variieren vermutlich auch das ge-

163



B. P. Jiger, E. Klassen, K.-E. Biebler, P. E. Rudolph

schitzte OR und damit die Breiten der Konfidenzintervalle am meisten. Dieser ungiins-
tigste Fall wird simuliert.

Die erste Stichprobe wird aus einer Binomialverteilung B(n;, 0.5) gezogen. Ein vorge-
gebenes OR fiihrt dann wegen

Pi
1-p; P1
OR S py =
1-p,

zu einem p;, und einer zweiten binomialverteilten Stichprobe

B(n 0.5 )
20R-0.5+0.5)

Auf diese Weise wurden 10 000 zufillige Vier-Felder-Tafeln erzeugt und daraus die
Konfidenzintervalle nach Woolf, Miettinen sowie dem exakten Verfahren berechnet.
Jeweils war zu ermitteln, ob das berechnete Konfidenzintervall den vorgegebenen Pa-
rameterwert fiir OR tliberdeckt. Vorgegeben war ein Konfidenzniveau von 0.05.

Anzahl N chttreffer

11007
1(ﬂ)':
o001
Legende
8005 Abszisse: OR
7007 Ordinate: Anzahl der
] Nichtiiber-
600 deckungen von OR
o0 durch das Konfi-
] denzintervall
400-
00

LML L L L I B BB B
1 2 3 4 5 6 7

LA LA I L O LB B |
9 10 11 12 13 14 15

TT T T
8
ar

Abbildung 5: Anzahl von Nichtiiberdeckungen der vorgegebenen Odds ratio OR durch
das exakte Konfidenzintervall (untere Linie), durch das Konfidenzintervall von Woolf
(mittlere Linie) und durch das Konfidenzintervall nach Miettinen (obere Linie) bei
durchgefiihrten 10 000 Simulationen
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Die Ergebnisse der Simulation sind in der Abbildung 5 dargestellt. Das exakte Konfi-
denzintervall weist fiir alle betrachteten Werte von OR die geringste Anzahl von Nicht-
tiberdeckungen unter den drei Typen von Konfidenzintervallen auf. Das Konfidenzin-
tervall nach Woolf hélt fiir alle untersuchten Werte von OR das Konfidenzniveau ein
und besitzt erst mit groBerem OR eine hohere Uberdeckungswahrscheinlichkeit als 0.95.
Das Konfidenzintervall der Odds ratio nach Miettinen hilt das vorgegebene Konfidenz-
niveau auch bei kleinem OR nur ndherungsweise ein und ist fiir groBer werdende OR
vollkommen inakzeptabel.

Das Verfahren von Woolf kann nach diesen Simulationsexperimenten als ,,bestes* im
Sinne der Einhaltung des Konfidenzniveaus betrachtet werden. Es wird also zu Recht
von SAS® bei der Berechnung der Konfidenzgrenzen fiir OR favorisiert.

Nimmt man diese Konfidenzintervalle als Basis fiir einen statistischen Test, so muss der
Nullhypothese entsprechend nach Uberdeckung von OR =1 gefragt werden.

Die simulierten Fehler 2. Art  fiir statistische Tests, beruhend auf den Konfidenzinter-
vallen der Odds ratio nach der exakten Methode, nach der Methode von Woolf und nach
der Methode von Miettinen, sind in Abbildung 6 dargestellt als Anzahlen von Nicht-
tiberdeckung von OR =1 bei 10 000 durchgefiihrten Versuchen.

Zusiatzlich wurde der Konfidenzintervall-basierte Test, beruhend auf einem exakten
Konfidenzintervall fiir den Binomialparameter der groBeren Stichprobe, wie oben be-
schrieben durchgefiihrt.
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bet aw
10000 7]

Legende

Abszisse: Odds ratio

OR

Ordinate: Anzahl der

o . . s Fehlentscheidungen bei
* 10 000 Simulationen
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Abbildung 6: Fehler 2. Art 3 fiir statistische Tests in Abhingigkeit von OR, beruhend
auf den Konfidenzintervallen der Odds ratio berechnet nach:

E der exakten Methode, W der Methode nach Woolf, M der Methode nach Miettinen
sowie K dem Test abgeleitet aus dem exakten Konfidenzintervalle fiir p

Unteres Bild: VergroBerter Ausschnitt in der Nahe von OR = 1
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Der auf dem exakten Konfidenzintervall der Binomialverteilung beruhende Test schnei-
det beziiglich des Fehlers  am schlechtesten ab. Ihm folgen die Konfidenzintervall-ba-
sierten Tests entsprechend den Verfahren von Miettinen und dann von Woolf. Wird das
Konfidenzintervall fiir OR exakt berechnet, so besitzt der assoziierte Test den kleinsten
Fehler 2. Art.
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Anhang: SAS® -Programm

/* Programm vergleicht in einem Simulationsexperiment die
Testergebnisse des exakten Fisher-Tests, des Liebermeister-Tests
und der Tests, basierend auf exakten Konfidenzintervallen. */

$MACRO Liebermeister (umfl,umf2,pl,p2);

data fisher;

keep nl n2 pl p2 k i erfolg gruppe;

/* Festgelegt werden zwei Stichprobenumfange und
die beiden Erfolgswahrscheinlichkeiten pl und p2. */

nl=g&umfl;/* Stichprobenumfang 1. Stichprobe */

n2=&umf?2;

pl=6&pl;/* Binomialparameter 1.Stichprobe */

p2=&p2;

do k=1 to 10000;/* Simulationsumfang */

do i=1 to nl;

if UNIFORM(-1)<pl then erfolg=1l; else erfolg=0;

gruppe=1;

output;

end;/* 1. Stichprobe festgelegt durch Zufallsexperiment */

do i=1 to n2;

if UNIFORM(-1)<p2 then erfolg=1l; else erfolg=0;

gruppe=2;

output;

end; /* 2. Stichprobe festgelegt durch Zufallsexperiment */

end; /* Datei work.fisher enthdlt 100000* (n1l+n2) Datensatze! */

run;

/* proc means wird aufgerufen, um nl n2 pl p2 in Ausgabedatei
means zu schreiben und an flag anzuhdngen. */

proc means data=fisher noprint;

var nl n2 pl p2;

output out=means;

run;

data means;

set means;

keep nl n2 pl p2;

where stat ="MAX"; run;

proc freqg data=fisher noprint;

by k;

tables gruppe*erfolg/nocol nopercent exact;

output out=hilfef fisher;

/* Ergebn. des exakten Tests in Ausgabedatei hilfef umgeleitet. */
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run;,
data hilfef;

set hilfef;
/* Umbenennung der Systemvariablen in

1f - linksseitige Wahrscheinlichkeit des exakten Fishertests,
rf - rechtsseitige Wahrscheinlichkeit des exakten Fishertests,
zf - zweiseitige Wahrscheinlichkeit des exakten Fishertests */

keep 1f rf zf;

1f=XPL_FISH;

rf=XPR FISH;

zf=XP2_ FISH;

label 1f='Fisher linkss.'
rf="'Fisher rechtss.'
zf="'Fisher zweis.';

run;

/* Die folgenden zwei data-Steps hdngen bei abc gl
zusatzlich einen Erfolg an die Gruppe 1 und bei abc g2
einen Misserfolg an die Gruppe 2 an
(fur jedes k, d.h. jede Simulation). */

data abc gl;

do k=1 to 10000;

erfolg=1;

gruppe=1;

output;

end;

run;

data abc g2;

do k=1 to 10000;

erfolg=0;

gruppe=2;

output;

end;

run;

/* Zusammenfiigen und Sortieren */
data liebermeister;

set fisher abc gl abc g2;

run;

proc sort;

by k;

run;
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/* Exakter Fisher-Test fir die erweiterten Dateien
ist der Liebermeistertest */
proc freqg noprint;
by k;
tables gruppe*erfolg/nocol nopercent exact;
output out=hilfel fisher;
run;
data hilfel;
set hilfel;
keep 11 rl z1;
/* Umbenennung der Systemvariablen */
11=XPL_FISH;
r1=XPR FISH;
z1=XP2 FISH;
label 11='Lieberm. linkss.'
rl='Lieberm. rechtss.'
zl="Lieberm. zweis.';

run;

/* Fisher- und Liebermeistertest in einer Datei zusammen */

data hilfe;

merge hilfef hilfel;

/* Kontrolle, wie die Tests entscheiden (fur Power der Tests) */
if 1f=. then Flag 1lf=.;

if (1£>=0 and 1£<=0.05) then Flag 1f=1;

if 1£>0.05 then Flag 1£f=0;

/* Testentscheidung Fischer links */

if 11=. then Flag 1l=.;

if (11>=0 and 11<0.05) then Flag 11=1;

if 11>0.05 then Flag 11=0;

/* Testentscheidung Liebermeister links */

if rf=. then Flag rf=.;

if (rf>=0 and rf<0.05) then Flag rf=1;
if rf>0.05 then Flag rf=0;

/* Testentscheidung Fischer rechts */

if rl=. then Flag rl=.;
if (rl>=0 and rl<0.05) then Flag rl=1;
if rl1>0.05 then Flag rl=0;
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if
if

/*

if

if
/*

/*

Testentscheidung Liebermeister rechts */

zf=. then Flag zf=.;

(z£>=0 and zf<0.05) then Flag zf=1;
z£f>0.05 then Flag zf=0;

Testentscheidung Fischer zweiseitig */

zl=. then Flag zl=.;
(z1>=0 and z1<0.05) then Flag zl=1l;
z1>0.05 then Flag z1=0;
Testentscheidung Liebermeister zweiseitig */

Bedeutung der Variablen:

Flag 11=1 - linksseitiger Liebermeistertest signifikant ,
Flag rl=1 - rechtsseitiger Liebermeistertest signifikant,
Flag zl=1 - zweiseitiger Liebermeistertest signifikant */

run;

/*

Erfolge bzw. Misserfolge in beiden Gruppen
werden flur jede Simulation k zusammengezahlt */

proc freq data=fisher noprint;

by

k;

tables erfolg*gruppe / out=zwischen;

run;

data el;
set zwischen;

keep k el;

where gruppe=1 and erfolg=1l;

el=

count;

run;,

data e2;
set zwischen;

keep k e2;

where gruppe=2 and erfolg=1l;

e2=

count;

run;

/*

Datei alles enthalt Erfolge und Misserfolge Gruppe 1 u. 2.

data alles;

merge el e2;
by k;

if

el=. then el1=0;

Statistik

*/
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if e2=. then e2=0;

run;

/* Test basierend auf den Konfidenzintervallen */
/* Berechnung und graphische Darstellung des exakten

Konfidenzgrenzen fiir den Parameter p der Binomialverteilung.

Eingabe des Stichprobenumfangs N im Programmteil notig.
Programm nutzt das Makro CIBINOM.

INPUT PARAMETERS:

CL - Confidence level CL (should be 0.95)

N - Total sample size

R - Number with characteristic

OUTPUT PARAMETERS:

P - Observed proportion (R/N)
PL - Lower confidence limit
PU - Upper confidence limit

USAGE NOTES:

Missing values for the output parameters are generated if
(i) N is equal to zero, or if

(ii) R is less than zero or greater than N or if

(iii) CL is not between 0.0 and 1.0.

*/

$MACRO CIBINOM (CL,N,R,P,PU,PO);

IF ((&N) EQ 0) OR (NOT (0O LE (&R) LE (&N))) OR (NOT (0 LT (&CL)
THEN DO;

&b=.;

&PU=.;

&PO=.;

END;

ELSE DO;

&P=(&R) / (&N) ;

IF (&R) EQ 0 THEN DO;

&PU=0;

&PO=1 - 10** (LOG10 ((1-(&CL))/2)/ (&N));
END;

ELSE IF (&R) EQ (&N) THEN DO;

§PU=10** (LOG10 ( (1-(&CL)) /2)/ (&N)) ;
&PO=1;

END;

ELSE DO;

&PU=1 - BETAINV (((1+(&CL))/2), ((&N)+1-(&R)), (&R));
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&PO=BETAINV ( ((1+(&CL))/2), ((&R)+1), ((&N)-(&R)));

END;
END;
$MEND;

DATA KI1;

set alles;

alpha=0.05;

CL=1-alpha;

nnl=&umfl;

%$CIBINOM (CL,nnl,el,qgl,puzl,pozl);
output;

run;,

DATA KIZ2;

set alles;

alpha=0.05;

CL=1-alpha;

nn2=&umf2;

%$CIBINOM (CL,nn2,e2,dq2,puz2,poz2);
output;

run;,

DATA KI3;

set alles;

alpha=0.1;

CL=1-alpha;

nnl=&umfl;

%$CIBINOM (CL,nnl,el,qgl,pull,poll);
output;

run;,

DATA KI4;

set alles;

alpha=0.1;

CL=1-alpha;

nn2=&umf2;

%$CIBINOM (CL,nn2,e2,gq2,pul2,pol?2);
output;

run;,

data hilfeKI;
merge KI1 KI2 KI3 KI4;

/* Kontrolle, wie der Test entscheidet

(fur Power der Tests)

Statistik

*/
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if
if
/*
if
if
/*
if
if
/*

run;,

zwelseitig KI */

pull<g2 then flag krl=0;else
pul2<gl then flag kr2=0;else
rechtsseitig */

poll>g2 then flag kl1l=0;else
pol2>gl then flag kl2=0;else
linksseitig */

/* Fishertest-Ergebnisse und Liebermeistertest-Ergebnisse in HILFE,

KI-Test-Ergebnisse in hilfeKI,
data hilfe;
merge hilfe hilfeKI;

run;,

/* Haufigkeit der Flags wird je Tests in Dateil ausgegeben.

proc freqg data=hilfe noprint;
tables Flag 1f /outcum out=flaglf;
run;

data flaglf;

set flaglf;

keep percentlf;

percentlf=percent;

where flag 1f=1;

run;,

proc freqg data=hilfe noprint;
tables Flag rf /outcum out=flagrf;
run;

data flagrf;

set flagrf;

keep percentrf;

percentrf=percent;

where flag rf=1;

run;,

proc freqg data=hilfe noprint;
tables Flag zf /outcum out=flagzf;
run;

data flagzf;

set flagzf;

keep percentzf;
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puzl<g2 and g2<pozl then flag kzl=0;else
puz2<gl and gl<poz2 then flag kz2=0;else

flag kzl=1;
flag kz2=1;

flag krl=1;
flag kr2=1;

flag kll1=1;
flag kl2=1;

ab jetzt zusammen in HILFE */
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percentzf=percent;
where flag zf=1;
run;

/* Fisher fertig */

proc freqg data=hilfe noprint;
tables Flag 11 /outcum out=flagll ;
run;

data flagll;

set flagll;

keep percentll;

percentll=percent;

where flag 11=1;

run;

proc freqg data=hilfe noprint;
tables Flag rl /outcum out=flagrl ;
run;

data flagrl;

set flagrl;

keep percentrl;

percentrl=percent;

where flag rl=1;

run;,

proc freqg data=hilfe noprint;
tables Flag zl /outcum out=flagzl ;
run;

data flagzl;

set flagzl;

keep percentzl;

percentzl=percent;

where flag zl=1l;

run;

/* Liebermeister fertig */

proc freqg data=hilfe noprint;
tables flag kzl /outcum out=flagkl;
run;

data flagkl;

set flagkl;

keep percentkl;

percentkl=percent;

where flag kzl=1;
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run;,

proc freqg data=hilfe noprint;
tables flag kz2 /outcum out=flagk2;
run;

data flagk2;

set flagk2;

keep percentk2;

percentk2=percent;

where flag kz2=1;

run;

proc freqg data=hilfe noprint;

tables flag krl /outcum out=flagkrl;
run;

data flagkrl;

set flagkrl;

keep percentkrl;

percentkrl=percent;

where flag krl=1;

run;,

proc freqg data=hilfe noprint;

tables flag kr2 /outcum out=flagkr2;
run;

data flagkr2;

set flagkr2;

keep percentkr?2;

percentkr2=percent;

where flag kr2=1;

run;,

proc freqg data=hilfe noprint;

tables flag kll /outcum out=flagkll;
run;

data flagkll;

set flagkll;

keep percentkll;

percentkll=percent;

where flag kll=1;

run;

proc freqg data=hilfe noprint;
tables flag kl2 /outcum out=flagkl2;
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run;
data flagkl2;

set flagkl2;

keep percentkl?2;

percentkl2=percent;

where flag kl2=1;

run;

/* Konfidenzintervall-basierter Test fertig */

/* Zusammenfiigen der Dateien */

data flag;

merge means flaglf flagrf flagzf

flagll flagrl flagzl

flagkl flagk2 flagkrl flagkr2 flagkll flagkl2;

run;,

/* Anfligen der flag-Datei an work.ergebnis innerhalb des Macro */
proc append base=ergebnis data=flag force;

run;

$SMEND ;

proc datasets;
delete ergebnis;
run;

quit;
$Liebermeister (15,20,0.5,0.2);

titlel 'Vergleich des exakten Tests wvon Fisher,';
title?2 'des Liebermeistertests und der Tests';
title3 'basierend auf den Konfidenzintervallen';

proc print data=ergebnis noobs;

var nl n2 p2 percentlf percentrf percentzf

percentll percentrl percentzl

percentkl percentk2 percentkll percentkl? percentkrl percentkr2;
run;
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