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Zusammenfassung

Mit dem Ziel einer Verbesserung der Einhaltung des nominalen Risikos 1. Art
gegeniiber dem frequentistischen Ansatz erfolgt die Nutzung der dem Bayes-Ansatz
zuzuordnenden Methode Gibbs-Sampling fiir Effektschitzung und Hypothesenpriifung
bei gemischten Modellen mit kleinen und unbalancierten Daten. Die Simulationsstudie
zeigt, dass Gibbs-Sampling wegen groferer Verzerrungen des nominalen Fehlers
gegeniiber dem frequentistischen Ansatz fiir die vorliegende Datenstruktur keine zu
empfehlende Alternative darstellt.

Schliisselworte: Gemischte unbalancierte Modelle, Gibbs-Sampling,
Hypothesenpriifung, Risiko 1. Art.

1 Einleitung und Problemstellung

Gemischte Modelle spielen bei der Auswertung von biologischen Daten aus Versu-
chen oder Erhebungen eine grofle Rolle. Oft ist dabei von einer Unbalanciertheit in
dem Sinne auszugehen, dass nicht alle Behandlungseffekte in allen Kombinationen
mit der gleichen Héufigkeit auftreten. Die damit verbundene und fiir jegliche prakti-
sche Anwendung folgende Konsequenz besteht darin, dass statistische Tests im All-
gemeinen wegen meist unbekannten Varianzkomponenten nicht mehr exakt formu-
lierbar sind (Henderson 1984, p. 83). Fiir die im Versuchswesen bei Pflanzen und
Tieren typischen kleinen Datenumfédnge ist als weitere Verzerrungsursache eine Un-
terschiatzung der Schitzfehler fester Effekte bzw. der Schéitzfehler von Differenzen
fester Effekte bedeutsam (Kackar und Harville 1981; 1984). Wegen der eingangs er-
wihnten gro3en Bedeutung ist jedoch das grof3e Interesse an der Reduzierung der an-
gefiihrten Probleme verstindlich. Das gelingt durch den Ubergang vom ANOVA -
Schitzprinzip zu Likelihood basierten Verfahren (ML bzw. REML) (Searle 1971, p.
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418), die Korrektur der Schitzfehler und die Wahl der Freiheitsgradapproximation
(Fai und Cornelius 1996; Kenward und Roger, 1997). Allerdings muss auch bei Nut-
zung der REML-Methode und der Freiheitsgradapproximation nach Kenward und
Roger (1997) mit teilweise bedeutsamen Verzerrungen gerechnet werden (Spilke et
al. 2005). Auch bei zweckentsprechender Verdnderung der Restriktionen an die
REML-Schétzer kann zwar eine Reduzierung der Unterschiede zwischen nominalem
und empirischem Fehler 1. Art erreicht werden, dennoch werden auch hier fiir be-
stimmte Kontraste noch bedeutsame Verzerrungen beobachtet (Spilke et al. 2004).
Die bisher angefiihrten Ergebnisse bezogen sich auf den klassischen frequentistischen
Ansatz. Die hier erzielten teilweise unbefriedigend Ergebnisse fordern zur Suche
nach methodischen Alternativen heraus. Eine solche mogliche Alternative stellt die
Nutzung des auf einem Bayesschen Ansatz basierenden Gibbs-Sampling zur
Erzeugung einer Kette von Zufallsvektoren aus vollstindig bedingten Verteilungen
dar (Sorensen und Gianola, 2002). Die Realisationen der Kette werden dann zur
Gewinnung von Schitzwerten und Signifikanzaussagen verwendet. Diese Methode
findet beispielsweise in der Tierziichtung fiir Problemstellungen mit groem
Datenumfang Anwendung (Reents et al., 1995; Pool et al., 2000).

Abgeleitet aus den mit dem frequentistischen Ansatz gewonnenen Ergebnissen soll
daher in dem vorliegenden Beitrag die Wirksamkeit von Gibbs-Sampling bei der Ef-
fektschitzung fester Effekte und Hypothesenpriifung iiber lineare Kontraste dieser
Effekte in einer Simulationsstudie gepriift werden. Insbesondere die Untersuchung
der Einhaltung des nominalen Fehlers 1. Art ist Hauptgegenstand. Dafiir wird der in
Proc MIXED (prior statement) sowie in einem eigenen Programm (Proc IML) umge-
setzte Gibbs-Sampling-Algorithmus verwendet.

2 Material und Methode

2.1 Simuliertes Modell und Datenstruktur

Die Untersuchung bezieht sich auf eine zweifaktorielle Spaltanlage, der wegen ihrer
verbreiteten Nutzung eine besondere Bedeutung zukommt.
Bei einer zweifaktoriellen Spaltanlage werden die Beobachtungen yj; als

Realisationen einer Zufallsvariable Yiik angesehen, fiir die das folgende Modell gilt:

Yy =HHG+ P +(@f); +bl + [ +ey (1)
(=1,..,a; =1,....b; k=1,...,r)
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mit
bl ~ N(0,65 ) fy ~ N(0,0%4); &5 ~ N(0,0%).

Dabei bedeuten:

9) = allgemeines Mittel

0L = fester Effekt der i-ten Stufe des Faktors A

B; = fester Effekt der j-ten Stufe des Faktors B

(aB);; = fester Interaktionseffekt der i-ten Stufe des Faktors A und der j-ten
Stufe des Faktors B

bl, bzw.bl, = zufdlliger bzw. fester Blockeffekt

fi = zufilliger Grossteilstiickfehler

Ciik = zufilliger Resteffekt.

Bei Beachtung praktischer Gegebenheiten wird Modell (1) auch unter der Annahme
fester Blockeffekte untersucht. Entsprechend sind drei bzw. zwei
Varianzkomponenten zu schétzen.

Es wird die hdufig genutzte Datenstruktur axbxr = 2x3x4 analysiert. Dabei wird der
ebenfalls praktisch bedeutsame Fall betrachtet, dass jeweils zwei zufillig ausge-
wihlte Beobachtungen fiir die Auswertung nicht zur Verfiigung stehen. Entsprechend
sind 22 Beobachtungen fiir die Analyse verfiigbar.

Um weiterhin einen weiten Bereich moglicher Anwendungen abzudecken, werden
die Varianzkomponenten so gewéhlt, dass sie einem Verhiltnis von 1, 0.5 und 0.1 zur
Restvarianz entsprechen.

Wichtigstes Bewertungskriterium fiir den Methodenvergleich ist der Vergleich von
nominalem und empirischem Risiko 1. Art.

Die Datensimulation entsprechend (1) bzw. der Modellmodifikation durch Nutzung
fester Blockeffekte wurde bei Verwendung des Data Step in der Software SAS (Ver-
sion 9.1) vorgenommen.

2.2 Untersuchte Kontraste fester Effekte

Fiir alle festen Effekte im Modell (1) werden Werte von Null und entsprechend die
Giiltigkeit der Nullhypothese vorgegeben.
Wir untersuchen die Kontraste mit den folgenden Modelleffekten:
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i —Hy =0y =0y +%[Z(“B)1j _Z(G'B)Zj] (2)

By—Ho =B =B+ é(i(aﬁ)n - i(aﬁ)izj 3)
i=1 i=1

By —Hp =0y =0y + B =B, +(af) —(af)an 4)

Die Zusammensetzung der untersuchten Kontraste ergibt sich entsprechend Modell

(D).

2.3 Gibbs-Sampling Algorithmus zur Analyse des gemischten Modells
Fiir den Vektor B = (1,0 ..., 0, 5 B1sees By (AB) 11505 (0P )" der fixen Modelleffekte
und fiir die Varianzkomponenten i =og;; 65 =65, und G% = o in Modell (1)
bei zufilligen Blockeffekten bzw. 63 = 6%, und G% = o bei festen Blockeffekten

wurden die folgenden ,,prior“- Verteilungen unterstellt (Sorensen und Gianola, 2002):
p(B) o const

vi,S7) e (012 )_(V;Hj exp( viSi J ()

p(c}

2012
Setzt man in Darstellung (5)

2
~ =~ V.S
o =— und B =—"~+

i = 5 (6)

so ergibt sich, dass die Varianzen einer inversen Gammaverteilung IG(&i,Ei) genii-
a;,B;)
existiert, falls die Parameter (c;-1)und Ei positiv sind. Vorgaben fiir v; und Siz,

welche die Existenz der zugehorigen Normierungskonstante sichern, werden als
,proper prior bezeichnet. Der minimale ,,proper prior ergibt sich also, indem

v; gleich Drer und Siz positiv gewdhlt wird. Setzt man v; =-2 und Siz =0, so
ergeben sich fiir die Varianzen analog zu den ,,prior“-Dichten der fixen Effekte

gen. Die zugehdrige Normierungskonstante C,, also das Integral {iber p(csi2
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~improper flat prior, also uniforme Gleichverteilungen. Fiir eine invers
gammaverteilte Zufallsgrofe Y gilt bei Beachtung von (6):

2 32 2 Q4
Vi -§ Bi 2-vi-§;

B =577 B O Ty

a;, -1 (vi-2)’ @

1
Die ,,prior“~Verteilungen besitzen also fiir v; > 2endliche Erwartungswerte und fiir
v; >4 endliche Varianzen. Aus Darstellung (7) folgt weiterhin, dass die Varianz der
a-priori-Verteilung fiir v; =5am groBten wird und fiir wachsendes v; gegen Null
strebt. Die a-priori-Dichtefunktionen der Varianzen hédngen jeweils von den
Parametern v; und Siz ab, welche die Gestalt der zugehdrigen Dichten (geplottet als
Funktion der Varianzen) beeinflussen. Wegen (7) werden die v; auch als ,,degree of
belief* der a-priori-Dichten bezeichnet, wéihrend die Siz als ,,prior fiir die

entsprechenden Varianzen angesehen werden konnen.
Fir die Implementierung der Gibbs Sampling-Methode werden bedingte
Dichtefunktionen, gebildet nach dem Satz von Bayes, bendtigt. Bezeichne 6 = (3, u)’

den Vektor der fixen und zufilligen Modelleffekte und Vz(cf,cg,cg ) (bzw.
v=(05,03)" bei festen Blockeffekten) den Vektor der Varianzkomponenten in

Modell (1). Sei weiter 0 eine Losung der Mixed Modell Gleichungen €6 =r
(Henderson, 1963). Dann besitzen die bedingten a-posteriori-Dichtefunktionen fiir
den auf die festen und zufilligen Effekte bezogenen blockweisen Gibbs-Sampling-
Algorithmus die Darstellung (Sorensen und Gianola, 2002):

Ov,y~ N(@, C_l) und Gii 0,v .,y ~IG(a;,b;) (8)

Hierbei steht /G fiir eine inverse Gammaverteilung mit den Parametern:

! 2
g = ditViogo u;Giu; +v;§;
= b, =

' 2 ! 2

und  Var(y)=G; o, (9)

Da die zufilligen Effekte innerhalb eines Faktors in Modell (1) als unkorrelliert
vorausgesetzt werden, entsprechen die G; Einheitsmatrizen. Die skalaren Groflen q;

bezeichnen die Anzahl Stufen eines Faktors und entsprechen im Fall der Restvarianz
der Dimension des Beobachtungsvektors. Der Ausdruck v; =q, +v, wird als ,,degree

of belief* der a-posteriori-Dichte bezeichnet. Unter der Annahme q;+v; —2 > 01ésst
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sich die zugehorige Dichte auf das Intervall (0,1) normieren. Folglich miissen
Limproper prior nicht zwangslaufig improper a-posterior-Verteilungen nach sich
ziechen (Dongchu et al., 2001). Das Verhiltnis k, =v,/(q, +v,) der ,,degree of belief*

von a-priori- zu a-posteriori-Verteilungen multipliziert mit 100% wird nachfolgend
als Parametervorgabe mit (k; -100%) — Glaubwiirdigkeit bezeichnet. Sei beispiel-

weise q; =22 und k; = 0.1, dann ergibt sich v; = q; -k; /(1-k;) =2.4 als zugehori-
ger Vorgabewert bei 10% Glaubwiirdigkeit.

2.4 Untersuchte Varianten der a-priori Parameter

Die a-priori und a-posteriori-Verteilungen der Varianzkomponenten hingen von den
Parametern v; und S7 ab. Die in Tabelle 1 zusammengestellten Varianten fiir v, und

Siz wurden bei der Simulation beriicksichtigt (vgl. Blasco et al., 1998; Lin und
Berger, 2001).

Tabelle 1: Varianten der Parameter fiir die inverse Gamma-Verteilung der
Varianzkomponenten und deren Bezeichnungen

Parameter Vi(ogL) | va(ora)| v3(oR) | Si(oa) | S3(oka) | S3(oR)
flat -2.0 -2.0 -2.0 0.0 0.0 0.0

schwach pos 3.0 3.0 3.0 0.0001 0.0001 0.0001
k=0.1 0.4 0.9 2.4 0.0001 0.0001 0.0001
k=0.33 2.0 4.0 11.0 0.0001 0.0001 0.0001
k=0.1 - par 0.4 0.9 2.4 entsprechend der Parameter der
k=0.33 - par 2.0 4.0 11.0 jeweiligen Simulationsvariante

Weiterhin wurde der in Proc MIXED umgesetzte Gibbs-Sampling Algorithmus, ba-
sierend auf den a-priori Parametern nach Jeffrey, in die Untersuchungen einbezogen.
Die gewonnenen Ergebnisse basieren fiir den mit Proc IML programmierten Gibbs-
Sampling Algorithmus auf 5000 Simulationen je Variante. Je Simulation wurden 5
Ketten mit je 5000 Iterationen erzeugt, wobei jedoch nur die Iterationen >1000 in die
Auswertung einbezogen wurden. Als Startwerte der Varianzkomponenten fiir die Ite-
rationen werden die REML-Schétzer aus Proc Mixed genutzt. Die Ketten innerhalb
einer Simulation unterscheiden sich durch zufillig erzeugte Startwerte der Zufallsge-
neratoren fiir den Sampling-Prozess. Die gewonnen Ergebnisse je Simulationslauf fiir
die Varianzkomponenten und festen Effekte ergeben sich somit aus den Werten von
5%4000 Iterationen.
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Fiir den Gibbs-Sampling-Algorithmus in Proc Mixed wurden 10000 Simulationsldufe
vorgenommen. Je Simulationslauf wurden 10000 Iterationen angewiesen.

Die nachfolgend dargestellten Ergebnisse der Varianzkomponenten resultieren ent-
sprechend aus den Mittelwerten der 5000 bzw. 10000 Simulationsldufe. Die Signifi-
kanzaussagen wurden aus den empirischen Héaufigkeitsverteilungen der beobachteten
Effektdifferenzen abgeleitet. Dabei wurde die Nullhypothese angenommen, falls das
mittlere 95%-Intervall die Null einschloss, andernfalls wurde auf Annahme der Al-
ternativhypothese erkannt.

3 Ergebnisse der Untersuchungen

Die Ergebnisdarstellung beschriankt sich auf die geschétzten Varianzkomponenten
und Signifikanzaussagen fiir die in Abschnitt 2.2 dargestellten Kontraste. Auf eine
Darstellung der mittleren Kontrastschitzung wird verzichtet, da hier durchgehend
erwartungstreue Schitzungen beobachtet werden konnten.

Fiir die mit Gibbs-Sampling gewonnenen Varianzkomponenten werden teilweise er-
hebliche Verzerrungen beobachtet (Tabelle 2). Die Verzerrungen sind gegeniiber den
mit der REML-Methode gewonnenen Schitzwerten deutlich stiarker ausgepriagt. Das

betrifft insbesondere die Blockvarianz (GZBL) und GrofBteilstiickvarianz (o3, ). Erwar-

tungsgemill haben die Verzerrungen der Varianzkomponenten erhebliche Auswir-
kungen auf die Einhaltung des nominalen Fehlers 1. Art (Tabelle 3). So ergeben sich
sowohl deutliche Uber- als auch Unterschreitungen des nominalen Fehlers fiir alle
untersuchten Varianten. Lediglich fiir das Varianzverhéltnis 1:1 bzw. 1.1:1 kann bei
der Variante k=0.33-par eine akzeptable Einhaltung beobachtet werden. Praktisch
kann das jedoch nicht ausgenutzt werden, da die fiir diese Variante notigen Parameter
nicht verfiigbar sind.
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Tabelle 2: Bias (%) der geschitzten Varianzkomponenten

Auswertungsmethode Block fix _ Block zufillig
Verhiltnis der Varianzkomponenten
| Variangz 1:1 0.5:1 0.1:1 1:1:1 0.5:0.5:1 0.1:0.1:1
65, | REML (PROC Mixed)* - - - 10.7 14.1 45.6
REML (PROC IML)** - - - 2.4 2.9 4.2
GIBBS (PROC MIXED) Jeffrey - - - 764 1819 461
GIBBS (PROC IML) flat prior - - - 1143 2140 9940
schwach pos - - - 63 222 1302
k=0.1 - - - 59 174 1065
k=0.33 - - - 8.1 82 652
k=0.1 - par - - - 111 227 1119
k =0.33 - par - - - 3.3 79 653
wwﬁ REML (PROC Mixed)* 4.8 11.4 113.8 -7.9 -5.9 40.3
REML (PROC IML)** 1.4 1.8 1.1 2.8 2.9 4.0
GIBBS (PROC MIXED) Jeffrey 414 552 1720 254 317 754
GIBBS (PROC IML) flat prior 88 250 1539 86 233 1329
schwach pos 32 143 1030 17 134 928
k=0.1 -8.9 55.4 614 -0.15 109 811
k=0.33 -13.3 57 61 -10.1 56 564
k=0.1 - par 3.7 202 982 113 199 897
k =0.33 - par 1.5 72 630 4.1 69 578
6r | REML (PROC Mixed)* 2.6 4.1 72 1.7 34 8.3
REML (PROC IML)** 0.7 -0.8 -1.3 1.8 1.0 0.2
GIBBS (PROC MIXED) Jeffrey 112 8.3 3.2 9.8 3.6 -6.7
GIBBS (PROC IML) flat prior 20 19 18 21 20 18
schwach pos 12 11 10 11 11 10
k=0.1 4.1 2.6 1.0 3.8 2.6 1.3
k=10.33 -17 -18 -19 -16 -17 -19
k=0.1 - par 5.1 3.6 2.5 7.3 4.3 2.1
k =0.33 - par 1.7 1.0 0.1 2.4 1.2 0.4

* Spilke et al.(2005), ** Spilke et al.(2004)
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4 Schlussfolgerungen fiir die Versuchspraxis

Die dargestellten Ergebnisse zeigen, dass die Nutzung von Gibbs-Sampling flir un-
balancierte gemischte lineare Modelle keine zu empfehlende Methode darstellt. Die
Verzerrungen des nominalen Fehlers 1. Art sind wesentlich ausgeprégter, als das fiir
den frequentistischen Ansatz zu beobachten war. Dabei treten zwar fiir die unter-
schiedlichen Vorgehensweisen bei der Festlegung der a-priori-Verteilungen deutli-
chen Unterschiede auf, ohne jedoch zu einer durchgehend besseren Einhaltung des
nominale Fehlers 1. Art zu fithren. Diese Aussagen miissen jedoch auf Anwendungen
der untersuchten Problemklasse — kleine unbalancierte Datenstrukturen — begrenzt
werden.

Es ist denkbar, dass bei weiterer Modifikation der a-priori-Varianten aus Tabelle 1
eine geringere Verzerrung fiir die Varianzkomponenten und bessere Einhaltung des
nominalen Fehlers erreicht werden kann. Eine derartige Vorgehensweise ist jedoch
fiir praktische Problemstellungen nicht anwendbar.
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